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“O homem é mortal por seus temores e imortal por seus desejos”
Pitagoras

“Sensation is concrete perception of objects and people by means of our five
senses. It provides the basic framework for our lives and its unalloyed state
renders us the experience of what we commonly regard as reality in its most
direct and simple form. Our senses tell us what is.”
Edwad Whitmont, in The Symbolic Quest

“When the ten thousand things are viewed in their oneness, we return to the
origin and remain where we have always been.”
Sen T’'sen

‘I was born not knowing and have only had a little time to change that here and
there.”
Richard Feynman.
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RESUMO

O crescente desenvolvimento das pesquisas espaciais, em particular a
construcao da Estacao Espacial Internacional, que pode ser descrita como uma
grande estrutura e que devido a sua aplicacdo espacial deve ter um
peso/massa estrutural reduzido, € o grande motivador deste trabalho. Este
assunto pertence ao contexto da otimizacado estrutural. O trabalho apresenta
um modelamento matematico obtido pelo uso do método de elementos finitos e
pelo uso da abordagem Lagrangiana considerando as caracteristicas de corpo
rigido e a respectiva flexibilidade da estrutura, que é otimizada visando a
obtencao do peso/massa estrutural minimo, respeitando a restricdo de vinculo
na sua frequéncia fundamental de vibracdo e a restricdo lateral de area da
secao transversal. O método utilizado para a otimizacdo € o denominado
Método Sequencial, que consiste em transformar um problema de otimizacao
com restricdes/vinculos em uma série de problemas de otimizagcdo sem
restricdes/vinculos, sendo que ¢é atribuida uma penalidade para evitar a
violagdo da restricdo. E obtida uma estrutura otimizada cuja secéo transversal
€ variavel, uma secido é obtida para cada elemento considerado, porém a
simetria da estrutura é respeitada. A metodologia adotada para o modelamento
matematico da estrutura, bem como o procedimento de otimizacdo, permite
que os conceitos apresentados possam ser utilizados para aplicagdes
baseadas em Terra; em particular para aplicagdes em sistemas mecatronicos,
onde grandes velocidades e grande precisdo de posicionamento sao
necessarios. Os resultados obtidos mostram uma efetiva redugdo no
peso/massa estrutural e a metodologia pode, também, ser estendida para um
processo de otimizagao integrada entre estrutura e controle.






STRUCTURAL OPTIMIZATION OF A LARGE SPACE STRUCTURE IN
EARTH LOW ORBIT WITH NATURAL FREQUENCY CONSTRAINT

ABSTRACT

The great space research development, specially in the International Space
Station (ISS) project, that can be seen as a Large Space Structure (LSS) that
ought to have the minimum weight design, is the main motivation for this
present research. This subject belong to the structural optimization context. In
this research the mathematical model was obtained by the application of the
Finite Element Method with the Lagrangian approach and keeping in both the
rigid and the flexibility structural properties. The model was optimized, to get the
minimum weight with natural frequency and side bound constraints on the
design variables (it means, the cross-sectional area).The optimization method
used is called Sequential Method. This method compute a constrained
optimization problem as a set of sequential unconstrained optimization
problems, and provide some penalty to limit constraint violation. The optimized
structure obtained, has variable cross-sectional areas, by each elements, but
the structural symmetry is maintained. Mathematical modeling methodology, as
well as the optimization procedure, can be used for Earth based structures; in
particularly for mechatronic applications where high velocities and accuracy of
position are required. Reduction of structural weight was obtained and this
methodology can be also extended to an Integrated Structural/Control
Optimization process.
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CAPITULO 1

INTRODUGCAO

1.1 Otimizagao - Aplicagoes

O conceito de otimizagdo pode ser representado ou definido como sendo o
ajuste de parametros para se obter um projeto mais favoravel ou vantajoso
(Dorf e Bishop, 1998). E muito presente esse conceito em todas as areas da
ciéncia, ndo somente na engenharia. Em se tratando de controle, a otimizagéo
ou controle 6timo é largamente estudado e apresentado em varios topicos e
possui inumeras utilizacdes, desde o controle de nivel de um reservatorio de

agua até o controle de atitude de um veiculo espacial.

Em processos de manufatura, esse conceito € amplamente utilizado, para
reduzir defeitos, reduzir o tempo de processamento e os custos, por exemplo
com base na coleta e tratamento de dados usando suporte estatistico
(Maestrelli et al., 2001).

Em processos de fabricagdo, o menor desgaste da ferramenta de corte, o
menor tempo de operagdo com menor gasto de energia, o melhor acabamento
superficial, a melhor condicdo de remocao de material, por exemplo, sdo metas

a serem atingidas, sao itens a serem otimizados.

Os processos de garantia de sistemas de gestao, ou sistemas de garantia da
qualidade, buscam uma padronizagdo dentro de nivel de exceléncia para a
gestdo do negdcio. Em outras palavras, almejam a gestao do negdcio dentro

de critérios 6timos de administragao.

A otimizagéo estrutural, teve origem no século XVIIl e vem sendo objeto de
varios estudos, mas ainda esta longe de oferecer métodos, metodologias e

procedimentos universais (ou gerais) para abordagem de todos os tipos de
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problemas. A importancia do peso minimo foi inicialmente reconhecida pela
industria aeroespacial, enquanto que para outras areas de aplicacdo, por
exemplo, construgdo civil, industrias mecanicas e automotivas, o custo do
produto final € muito evidenciado, sem se esquecer que o peso pode ser um
fator determinante da performance. Embora o uso de pequenos satélites
artificiais tenha se mostrado um meio relativamente rapido, simples e de baixo
custo de alcangcar o0 espaco em missdes espaciais com as mais diversas
aplicagdes, é evidente que a conquista do espago ndo sera possivel sem a
construgcado de grandes estruturas espaciais com componentes rigido/flexiveis,
a serem projetadas e langadas em missdes de maior complexidade. Grandes
estruturas exigem um projeto otimizado, seja por:

- requerer um peso adequado devido a sua aplicagao, por exemplo, as asas de
um aviao;

- ter uma caracteristica prépria para montagem, por exemplo, a Estagéo
Espacial Internacional, que contempla uma montagem integrada de varios
modulos que devem, um a um, serem levados ao espaco e la conectados a
outros para assim constituir a estrutura;

- ter uma utilizag&o especifica, pode exigir uma limitacdo em suas propriedades
de rigidez, como no caso da Estagédo Espacial Internacional, ou do telescopio

Hubble, ou da antiga e ja inexistente Estagdo Espacial MIR, por exemplo.

Aplicagbes baseadas em Terra, como grandes pontes, edificios, barragens,
maquinas operatrizes, maquinas de medigcdo, maquinas de transporte e

posicionamento, etc., sdo objeto de estudos de otimizagao estrutural.

A evolucdo das técnicas e ferramentas de produgcdo, dos recursos
computacionais de simulag&do, dos materiais e suas ligas (que ndo deixam de
ser consideradas também, como uma otimizagdo das formas iniciais) permitem
que os projetos possam ser mais arrojados e que o resultado da otimizagao

possa ser melhor evidenciado.
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O projeto de otimizagdo num conceito multidisciplinar € um dos campos mais
promissores na pesquisa e desenvolvimento (Zeid, 1991). Cada vez mais os
sistemas tornam-se mais e mais complexos, exigindo assim do projetista
habilidades, conhecimentos e recursos materiais (computacionais, softwares,
simuladores, etc.) para que o sistema modelado envolva elementos que
representem o mais fielmente possivel o comportamento real da estrutura em

condicdes reais de funcionamento.

Em se tratando de projeto de otimizagcdo estrutural, constata-se na literatura
que o projeto integrado entre estrutura e controle ainda apresenta muitas
oportunidades de estudo, uma vez que € ainda uma area muito recente
(Fonseca, 1998). Neste sentido a otimizagao integrada, de estrutura e controle,
estabelece uma ponte necessaria entre os projetistas estruturais e os
projetistas de controle, uma vez que, por tradicionalmente trabalharem
separados, enfrentam problemas, principalmente quando se trata de grandes

veiculos espaciais, com estruturas complexas.

Caracteristicas e requisitos conflitantes podem ser solucionados e melhor
equacionados se um sistema for analisado sob um conceito integrado, uma vez
que a multidisciplinaridade pode nao oferecer requisitos de performance
compativeis como, por exemplo: o peso da estrutura pode ser a fungao objeto
do projetista estrutural; o coeficiente de arrasto e coeficientes de sustentagéo
podem ser fungdes objeto para o projetista aerodindmico; a relagdo peso vs.
empuxo pode ser a fungdo objeto para o projetista dos propulsores; a
estabilidade, os critérios de performance, a relacdo combustivel vs. efeito do
atuador, podem ser fungdes de custo para o projetista do sistema de controle;
etc. Assim, a definicdo das restricbes e das variaveis apresentam uma grande

complexidade.

O desenvolvimento de um produto é baseado nas necessidades de mercado,

ou seja, € fundamentado nas necessidades dos consumidores.
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Desde a idéia inicial até a concepcéo final, o produto passa por duas fases
principais: o projeto do produto e a manufatura do produto. O projeto em
qualquer atividade é um processo complexo no qual o produto € gerado para
satisfazer as necessidades do mercado consumidor. No processo de projeto
temos dois principais subprocessos: a sintese e a analise. Na sintese a filosofia
e a funcionalidade do produto sdo determinadas. O objetivo final da sintese € o
projeto conceitual do produto. O subprocesso de analise, inicia-se por uma
tentativa de colocar o projeto, até entdo com conceitos abstratos, dentro dos
conceitos de performance especificados para o produto final. Isto constitui o

modelamento e a simulagéo.

A qualidade dos resultados, as decisdes envolvidas e as alteragdes relativas as
atividades de analise do projeto, otimizacdo do projeto e de avaliacdo séo
limitadas pela qualidade do modelo escolhido. Um ciclo de um produto genérico
€ representado na Figura 1.1. As teorias de otimizagao fornecem ferramentas

para um projeto eficiente.

Em se tratando de projetos estruturais, a analise estrutural e a otimizagéo

estrutural sdo dois aspectos a serem amplamente considerados no projeto.

A nocdo de melhorias ou de otimizagdo de uma estrutura, pressupde
implicitamente que temos alguma liberdade para variar a estrutura. O potencial
de variacdo é tipicamente expresso em termos do campo de variacio
permissivel de um grupo de parametros. Esses parametros sao geralmente
denominados de VARIAVEIS DE PROJETO. As variaveis de projeto podem ser
parametrizadas, controlando assim a geometria da estrutura, as propriedades
do material, as formas das sec¢des transversais, etc. Podemos classificar as

variaveis de projeto em:
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- Variaveis de projeto continuas, sdo variaveis que dentro de um campo
de variagbes, assumem qualquer valor. Por exemplo, em uma viga
engastada, sujeita a um carregamento estatico, 0 momento de inércia de
qualquer secado transversal da viga pode ser considerado como uma
variavel de projeto continua;

- Variaveis de projeto discretas, sao variaveis que podem assumir valores
isolados como, por exemplo, os valores de uma lista pré-concebida. Por
exemplo, propriedades fisicas dos materiais (mddulo de elasticidade, limite

de resisténcia, etc.), sdo em geral, variaveis de projeto discretas.
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FIGURA. 1.1 - Ciclo tipico de um produto.
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A escolha das variaveis de projeto pode ser um fator critico para o sucesso do
processo de otimizagdo; em particular, a escolha das variaveis de projeto deve

ser consistente com o modelo de analise.

A nogéo de otimizacdo considera também a existéncia de algumas FUNCOES
DE MERITO, ou fungdes que podem ser melhoradas. A terminologia utilizada
na otimizagdo para essas fungdes é FUNCAO OBJETIVO.

Por um lado sistemas como grandes estruturas espaciais, tem seu
comportamento classificado como uma estrutura flexivel, ou seja, séo
admitidas deformacdes dentro de uma tolerancia que nédo deve permitir que
suas propriedades mecanicas sejam violadas (ou seja, ndao devem ser
atingidos valores que provoquem o colapso da estrutura). Por outro lado, a
estrutura estara sujeita as suas especificagbes de operagdo, podendo
necessitar de manobras para corregdo de posicionamento (manobras de
atitude) ou podera estar sujeita ao gradiente de gravidade (em O6rbitas baixas
da Terra), por exemplo; nesses casos a estrutura devera ter comportamento

compativel com sua fungao.
Problemas de otimizacdo assumem um importante aspecto no dia a dia em

nosso mundo atual, ndo sé no campo das ciéncias exatas, mas também nas

outras areas do conhecimento.
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1.2 Objetivo

O progresso e o desenvolvimento da engenharia estrutural nas ultimas
décadas mostra que este € um dos ramos da ciéncia em que o homem mais
tem se desenvolvido. Como exemplos desse desenvolvimento, podemos citar a
construcao da Estacdo Espacial Internacional, o sucesso no desenvolvimento
de grandes avides para uso civil e militar, o telescépio espacial Hubble. E
importante citar que o Brasil esta presente nesse desenvolvimento, fazendo

parte do projeto da Estagao Espacial Internacional.

Este trabalho de dissertacdo apresenta o desenvolvimento de um modelo
matematico de uma estrutura espacial em Orbita baixa da Terra. A essa
estrutura so6 é permitido o movimento de arfagem (“pitch”). Sao considerados
apenas os torques devido ao gradiente de gravidade e s&o desprezados os
efeitos de arrasto, os campos magnéticos e a presséo de radiagéo solar. A este
modelo, obtido pela utilizacdo da metodologia de elementos finitos e
abordagem Lagrangiana, € conferido uma propriedade elastica, e o

acoplamento entre corpo flexivel e corpo rigido é considerado.

O objetivo deste estudo é obter uma estrutura otimizada, ou seja, uma estrutura
de peso/massa minimo que atenda aos requisitos de sua freqléncia
fundamental de vibragdo. Visto ser uma grande estrutura espacial, o problema
do peso estrutural é de vital importancia, visto que a estrutura sera levada a
sua orbita por um veiculo langador. O primeiro modo de vibracéo, ou a vibracéo
em sua frequéncia fundamental € o modo mais importante na analise estrutural,
visto que para efeito de controle, elevando essa frequéncia, o sistema torna-se

mais rigido.
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CAPITULO 2
REVISAO DA LITERATURA

2.1 Introducgao

O projeto estrutural para um comportamento dinamico 6timo € um importante
problema, especialmente em estruturas onde a performance operacional e sua
integridade dependem exclusivamente de suas caracteristicas dinamicas. A
resposta dindmica (ou a forma como o sistema responde dinamicamente a uma
excitacdo) de um sistema estrutural € primeiramente controlada pela sua
frequéncia natural de vibracdo, ou sua freqiéncia fundamental de vibragao e
pelos seus modos de vibracdo. Assim a escolha do vinculo na freqiéncia
fundamental de vibragcdo, por ser esta a menor frequéncia, conduz a uma

estrutura dimensionada pela sua rigidez.

A nocédo de uma solucdo 6tima para um problema de engenharia € intrigante e
vem sendo investigada ha um longo tempo. A emergéncia do calculo das
variagbes, ou calculo variacional, atribuido a Bernoulli, Euler e Lagrange,
durante os séculos XVII e XVIII, representou o inicio da “era de ouro” da
otimizagdo matematica. Apesar dos métodos variacionais serem a base do
problema de minimizagdo (ou de maximizagao), eles apresentam dificuldades
para aplicagcbes praticas. As equagdes de Euler-Lagrange, por exemplo, que
expressam uma condi¢cao de extremo, e conduzem a uma ou mais equacgoes
diferenciais que, em sua maioria, sao nao lineares, apresentam solugao dificil,
exigindo condicbes especificas para a garantia das propriedades de

continuidade e de diferenciabilidade no problema formulado.
Em se tratando de otimizacao estrutural, a teoria de analise estrutural teve um

desenvolvimento concomitante ao longo da histéria. Assim podemos destacar

algumas contribui¢ées importantes:
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- Galileo (G. L. Galileo, "Discorsi e Dimonstrazioni Matematiche Intorno a
Due Nuove Scienze Attenenti alla Mecanica et i Movimenti Local", 1638),
que apresentou o primeiro trabalho de descricdo do estado de tensbes a
gue uma viga esta sujeita sob a agao de um carregamento de flexao. Foi,
talvez, o primeiro trabalho de otimizagdo estrutural. Em seus estudos
Galileo nao abordou o problema da determinacdo do melhor perfil da secéo

transversal da viga estudada;

- Bernoulli (Jean Bernoulli, "Letter to Leibnitz on Beans of Uniform
Strength", 1687), estendeu o trabalho de Galileo, iniciou pesquisas na
diregao da otimizacao do perfil da secéo transversal de uma viga. Bernoulli
fez a observagao de que as secodes transversais planas se mantém planas
sob a acado de um esforco de flexdo desde que estejam nas condigcbes de
validade da Lei de Hooke. Isto leva a uma distribuicdo linear de tensées ao
longo de uma secdo transversal da viga e, dessa forma, chegou a
resultados semelhantes, relativamente as tensdes axiais, aos obtidos por

Galileo;

- Parent (A. Parent, "Des Resistences des Poutres, et des Poutres de Plus
Grande Resistence, Independamment de Tout Systeme Physique”, 1708 e "
Des Points de la Rupture des Figures. D en Deduire Celles qui Sont Partout
d’'une Resistance Egale" - 1710), realizou, do ponto de vista do estudo de
vigas, a maior contribuicdo. Ele propds que a suposi¢cdo basica relativa a
distribuicdo de tensbes ndo da origem a uma distribuicdo linear de tensao
axial resultante, e introduziu o conceito de eixo neutro de tensdes. Usando
essa teoria, ele desenvolveu procedimentos para otimizagao estrutural em
problemas de vigas com resisténcia uniforme sujeitas a carregamentos

variaveis;
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- Lagrange (J. L. Lagrange, "Sur la Figure des Collones. Miscellanes
Taurinensia", 1770), sem saber do trabalho anteriormente realizado por
Parent, chega aos mesmos resultados sobre o conceito de eixo neutro e
em 1770~1773 examinou o projeto de vigas sobre carregamento axial e
também verificou a forma da curva elastica. Esse estudo examinou o
projeto de minimo peso de uma coluna com forma assimétrica. Sua solugao
indicou que o projeto 6timo seria uma viga cilindrica de segéo circular
constante (o que se mostrou incorreto quando se considerou o peso proprio
da viga). Esse problema foi abordado e resolvido em 1851 por Clausen (T.
Clausen, "Column of Minimum Weigth" - 1851). O assunto foi iniciado nos
tempos de Lagrange e amplamente estudado até o final do século XIX,

quando duas contribui¢des importantes foram dadas por Lévy e Maxwell;

- Lévy (M. Lévy, "La Statique Graphie et ses Aplications aux Constructions",
1875), apresentou um estudo do projeto de armagdes e arcos de
resisténcia uniforme. Ele mostrou que uma trelica sujeita a um
carregamento constante deve ser estaticamente determinada para
obedecer a um conceito de projeto 6timo e determinou também os eixos de
um arco de resisténcia uniforme sem considerar o peso proprio da

estrutura;

- Em 1904, Michell (A. G. M. Michell, "The Limit of Economy of Material in
Frames Structures"), publicou um "paper” onde demonstra todo o
significado da teoria de Maxwell, e a desenvolve para estabelecer uma
ferramenta para projetos 6timos dentro do conceito de peso minimo de
estruturas com juntas pinadas relativas as restricbes de tensdes. A teoria
s6 é aplicada a problemas cuja estrutura sofre acdo de uma unica forca
concentrada, ou a problemas de estrutura estaticamente determinada

(sendo instavel se forgas adicionais forem aplicadas).
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O problema de peso minimo foi muito importante para muitos tipos de
estruturas, principalmente no desenvolvimento de avides. Inicialmente o
projeto de avides considerava essencialmente, a aerodinamica e a
estabilidade. Apdés a |l Grande Guerra Mundial, a situagao foi
radicalmente mudada, sendo que as principais restricdes desses tipos de
estruturas eram geradas pela necessidade de evitar amassamentos na

fuselagem e/ou nas longarinas (ou estrutura) internas;

- H. Wagner em 1929, examinou o projeto de elementos simples sujeitos
ao dobramento. Smith e Cox ("Structures of Minimum Weigth") fizeram o
primeiro estudo nos principios de projetos de estruturas de minimo peso

sujeitas a esforgos de compressao.

A crescente necessidade global de “diminuigdo das distancias” geograficas e a
inerente caracteristica humana de procurar pelo novo e desvendar o
desconhecido, faz com que os projetos estruturais sejam cada vez mais
sofisticados e arrojados, particularmente na industria aeroespacial. Com a
criacdo da Estagdo Espacial Internacional e, por que n&o, das grandes
aeronaves civis e militares, esse ramo industrial tem vivido um periodo de
éxtase. Esses grandes projetos estruturais tém motivado os pesquisadores na
procura € no desenvolvimento de novas abordagens para a solugcdo dos

igualmente grandes problemas de projetos estruturais.

A literatura sobre esse assunto trata fundamentalmente dos algoritmos de
otimizagdo, das técnicas de aproximagdes nos vinculos, da analise da
sensibilidade (“sensitivity”), do problema do autovalor, da otimizacdo da forma
ou de perfis, de técnicas de decomposicdo da estrutura para analise e
otimizacdo, dentre outros assuntos. O objeto de estudo desta dissertagdo é a

otimizagdo de uma estrutura espacial, com vinculos ou restricdbes na sua
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freqiéncia fundamental de vibracdo, dada a sua importancia no contexto do

projeto estrutural, como ja abordado na introdugao.

Uma interessante resenha dos métodos de otimizacdo € apresentada por
Grandhi (1993), onde o assunto €& organizado em diferentes capitulos
abordando o estado e as diferentes formas de apresentacdo do problema da
otimizagcado com restricbes na frequéncia de vibragcdo. Nesse trabalho também,
encontramos uma analise da sensibilidade e particularmente de autovalores
repetidos. Um sistema multiparametros admitindo autovalores repetidos e nulos
no ponto de equilibrio € considerado por Luongo et al. (2000). A analise da
sensibilidade do valor préprio € feita explorando as vizinhangas do ponto de

equilibrio/ou configuragao de equilibrio.

Um exame da determinagao do peso minimo de uma estrutura satisfazendo as
restricbes de frequéncia é apresentado por Grandhi e Venkayya (1988). Os
problemas considerados sdo: otimizagdo com uma restricdo de frequéncia de
vibracdo (na freqléncia fundamental) com um vinculo de igualdade, e com
restricdes em multiplas frequéncias de vibragdo (tratados como vinculos de
igualdade e de desigualdade). O critério de otimizagdo €& baseado na
diferenciagado do Lagrangiano com respeito as variaveis de projeto e o projeto
de minimo peso satisfaz as restricdes ou vinculos. A esséncia do critério 6timo
€ que no ponto de peso 6timo a soma ponderada do Lagrangiano deve ser a
mesma em todos os elementos considerados, ou seja, o Lagrangiano €
computado para cada elemento e depois avaliado para todos os elementos.
Esse trabalho discute o algoritmo de otimizagdo, o procedimento de
redimensionamento e as técnicas de escala para multiplas restricdes de

frequéncia.

Uma interessante comparagcdo entre alguns dos algoritmos de otimizagao
freqientemente utilizados para projetar uma estrutura de minimo peso, é

apresentada por Khot et al. (1979). Existe uma diferenciagdo somente no grau
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de aproximacao feito na formulagao das relagdes de recorréncia para modificar
as variaveis de projeto e para avaliar os multiplicadores de Lagrange. Os
autores apresentam um novo esquema iterativo para solucido do problema,

semelhante ao método de Newton-Raphson.

Nair et al. (1998), propde um método numérico de aproximagao para solugao
do problema de autovalores e autovetores de estruturas modificadas. Os
termos da aproximacgao local baseiam-se numa série de Taylor ou huma matriz
de séries de poténcias, que sdo usadas como base de autovetores para
aproximar o parametro proprio perturbado. Para cada modo um sistema proprio
€ gerado. A solugado do sistema gerado conduz duas possiveis estimativas do

valor do autovetor e do autovalor da estrutura modificada.

Um breve estudo das limitagdes da otimizagcdo com restricdes de frequéncia de
vibracdo é apresentado por Kamat et al. (1983). Os autores abordam o tema
enfatizando as limitagbes do projeto da estrutura 6tima, obtida sob uma
restricdo na frequéncia de vibragdo. Mostra-se que a quantidade de material
necessario para atender aos critérios de otimizagdo de uma viga ou de uma
barra sob uma determinada configuragdo (comprimento e condigbes de
contorno), podem ser desproporcionalmente grandes conduzindo a um projeto

impraticavel.

A otimizagdo, ou projeto 6timo de vigas sujeitas a vibragbes de flexdo, é
abordada por Elwany e Barr (1983). A otimizagado consiste na minimizagéo do
peso estrutural de uma viga. O objetivo € a maximizagao de uma frequéncia de
vibracdo (normalmente a primeira), para um dado peso da viga, ou o
equivalentemente, a minimizagdo do peso da viga para uma especificada

frequéncia de vibracao.

O projeto de estruturas complexas para satisfazer as carateristicas de resposta

é dificultado pela inerente dificuldade da analise dindmica do sistema e pelo

32



custo do processamento computacional. Fox e Kapoor (1968), apresentam um
estudo considerando essas limitagdes, pois, somente pela analise do projeto
nao fica claro como o projeto pode ser modificado para melhorar ou manter
suas propriedades dinamicas. Assim um estudo da taxa de variagdo dos
autovalores e dos autovetores é focalizado. Uma técnica de aproximacgao de
primeira ordem de autovalores e autovetores, onde ocorrem valores repetidos
de autovalores, é apresentada por Hou e Kenny (1992). O objetivo dos autores
€ o de apresentar um método para analise aproximada de autovalores e
autovetores, na presencga de autovalores repetidos e apresentar um meétodo

alternativo para as equagdes de sensibilidade dos autovetores.

A analise da sensibilidade (ou sensibilidade derivativa) & utilizada para se
estudar o efeito de modificagbes paramétricas no sistema, calculando as
diregdes de busca para a determinagdo de um projeto o6timo. Permitindo
suposi¢cées/modificagdes no projeto, para atingir aquele projeto 6timo. Sobieski
e Riley (1982), apresenta um estudo de obtengdo das equagdes da
sensibilidade para, independentemente do algoritmo utilizado, chega-se ao
ponto 6timo. Uma relagdo de métodos aplicaveis ao calculo da sensibilidade
estrutural derivativa para estruturas modeladas pelo método dos elementos
finitos é apresentada por Adelman e Haftka (1986). Hou et al. (1987),
apresentam um método computacional (método de diferencas finitas para
resolver o problema dos vinculos) para analise da sensibilidade de problemas

de valores préprios nao lineares.

O problema da maximizacao da freqténcia fundamental de vibracdo de uma
viga fina com acoplamento de flexdo e torgdo é abordado por Hanagud et al.
(1987). Um critério de abordagem o&timo é usado para localizar valores
estacionarios de uma funcéo objetivo apropriada sujeita as restricdes. Projetos

6timos com seus acoplamentos sdo abordados pelos autores.

33



Projetos de grandes estruturas para aplicagbes aeroespaciais requerem um
algoritmo eficiente de otimizacado, devido a existéncia de um grande numero de
variaveis e de restricdes/vinculos de projeto. As maiores dificuldades
associadas a esse tipo de projeto sdo: a convergéncia da solugdo e os
requisitos computacionais necessarios. Estruturas aeroespaciais geralmente
envolvem limitacbes de deslocamentos, tensdes, de peso e de frequéncias de
vibracdo. Canfield et al. (1988), apresentou estudo para determinar qual técnica

¢ factivel e eficiente para a otimizagdo de um problema complexo de projeto.

As técnicas de aproximacdo tém grande importédncia para o progresso da
otimizagao estrutural. A técnica mais comum € a das variaveis reciprocas que
produzem uma alta qualidade nas aproximacdes das funcdes de restricdo. Esta
técnica proporcionou um importante progresso na otimizagao estrutural onde
métodos de elementos finitos e técnicas matematicas sdo combinadas.
Yoshida e Vanderplaats (1988), aborda esse tema, focalizando o uso das

técnicas de aproximagao para diminuir o numero de analises.

A grande maioria dos trabalhos publicados sobre otimizagdo estrutural
abordam estruturas espaciais, porém baseadas em Terra. Focalizando
estruturas que serdo utilizadas no espacgo, Usoro et al. (1986), apresenta uma
abordagem para o modelamento de uma estrutura de minimo peso utilizando o
método de elementos finitos e abordagem Lagrangiana. As estruturas ou
modelos estruturais baseados em Terra apresentam maior interesse para os
projetistas estruturais. Observa-se que a literatura para projetos integrados de
estrutura e controle ainda tem um grande avango pela frente que talvez seja

um assunto para uma sequéncia dessa dissertagao.

No modelamento matematico da estrutura apresentado nesse trabalho, foi
utilizada a metodologia apresentada por Feiyue et al. (1993), onde o sistema é
modelado utilizando-se o0 método de elementos finitos e a formula de Lagrange

(ou Lagrangiano). Aqueles autores, consideram a flexibilidade de uma estrutura
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espacial de grandes dimensbes e pequeno peso; analisam também trés
estratégias de controle dessa estrutura, sendo que na presente dissertagéo, o

controle ndo é abordado.

Uma interessante discussdo €& apresentada por Kamat (1993), sobre as
ferramentas utilizadas na otimizagao estrutural, com detalhes sobre os pacotes
computacionais NASTRAN, RAZNA e ANSYS dentre outros.

Esse trabalho pertence ao contexto da literatura anteriormente mencionada, e
utiliza técnicas de modelamento, de analise e de simulagdo ja conhecidas e
abordadas por varios pesquisadores. O modelo, deste trabalho considera o
torque relativo ao gradiente de gravidade, pois a estrutura € suposta em érbita
de baixa altitude da Terra (438 Km de altitude). Modelo semelhante foi
estudado por Fonseca (1988). Da mesma forma, no movimento de arfagem
(“pitch”), séo considerados o acoplamento com deslocamentos elasticos e de

corpo rigido.
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2.2 Motivagao

A questdo de otimizacdo se insere no contexto atual, no qual o Brasil esta

presente.

O progresso e o desenvolvimento da engenharia espacial nas ultimas décadas
mostra que esta é uma das areas em que o homem mais tem evoluido. Basta
citar o exemplo do pleno sucesso dos véos do Onibus espacial (“Space
Shuttle”) e o inicio da construgcado da Estacado Espacial Internacional, projeto no

qual o Brasil esta presente.

O Brasil obteve, nos ultimos anos, grande progresso no setor espacial. Pode-se
citar: o Satélite de Coleta de Dados 1 (SCD1), langado em 1993 com uma vida
util prevista de 2 anos, no entanto, ainda operacional; o acordo em andamento
de cooperacéao Brasil e China que resultou na construcdo e no langamento com
sucesso do satélite de sensoriamento remoto - “China - Brazil Earth Resource
Satellite” (CBERS) em 14 de outubro de 1999; o acordo de cooperagao para
construgdo de um micro-satélite com a Franga; o projeto VLS, Veiculo
Langcador de Satélite, que obteve sucesso parcial no primeiro langamento; o
pleno sucesso do langamento do segundo Satélite de Coleta de Dados 2
(SCD2). Estes fatos, além de colocar o Brasil no seleto grupo de paises com
tecnologia para construir e langar satélites, também contribuem para que o
Brasil seja convidado para fazer parte do grupo de paises participantes da
construgcdo da Estagdo Espacial Internacional. Esta participacédo vai nos
permitir realizar varias pesquisas e experimentos que necessitam de condicdes

de micro-gravidade, por exemplo.

No setor da aviagdo comercial e militar, o Brasil tem conquistado
reconhecimento, por projetos arrojados como, por exemplo, a familia do avido
ERJ 145, jato regional da Embraer, que definitivamente conquistou o mercado

Americano nessa categoria. Hoje a Embraer ocupa o quarto lugar no ranking
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das maiores companhias construtoras de avides do mundo. O projeto italo-
brasileiro de um avido militar, igualmente alcangou o sucesso esperado. Hoje
se produz uma aeronave em quatorze meses, decorridos desde seu pedido até

a sua entrega ao cliente final.

No setor de construgcéo civil de grandes estruturas, o Brasil € reconhecido

internacionalmente, transferindo essa tecnologia para outros paises.

Sao fatos que motivam o estudo e a formulagdo desta dissertacdo de
mestrado, feitos inicialmente para uma estrutura espacial, com algumas
restricbes em seus atributos, mas com a profundidade suficiente para permitir
sua extensao a aplicagbes em modelos estruturais baseados em Terra e/ou a
incluséo de apéndices ou mudangas nas restrigdes de seus atributos tornando-

a mais proxima de um modelo especifico.
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CAPIiTULO 3
ANALISE DE SENSIBILIDADE

3.1 — O Problema do Autovalor

A Equacdo de movimento amortecido (ou Equacdo de vibragdo livre
amortecida) para uma estrutura com n graus de liberdade (sistema linear),

sendo {U} seu vetor de coordenadas generalizadas, pode ser escrita como:

MHO+ [C]u}+ KU} =0 (3.1.1)

Onde [M] é uma matriz inversivel.

A Equacdo (3.1.1), pode ser reescrita na forma:
I MO+ MT [C}O+ M KU} =0
[HO}+ MT [cHu -+ MT K} u} =0
Adotando o vetor de estados, como a seguir, temos;
x,=U

X, =X,=U

e %, = MI'[CIx, - M [Klx, = <M [C]x, - M [Klx,

Assim podemos escrever a Equacao (3.1.1) na seguinte forma;

ou
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%= [Alx} (3.1.2)

A matriz [A] € uma matriz constante, a Equacédo (3.1.2) representa uma
Equacao diferencial homogénea linear invariante no tempo. Este tipo de

Equacao apresenta solu¢ao da forma:

x(t) = e™' x (3.1.3)
Obtendo entado a solugao para a Equacgao (3.1.2), temos:
x = A.e*'x e substituindo na Equacéo (3.1.2), L.e™'.x = Ae*' x, ou ainda,

Ax) = [Allx} (3.1.4)

A Equacio (3.1.4), é o “problema do autovalor’. E um problema fundamental da
teoria dos sistemas lineares em geral e, em particular na teoria das vibragodes.
Neste caso, o valor de A representa a frequéncia natural de vibragcdo do
sistema (©,). O problema do autovalor pode ser enunciado como sendo o
problema de se determinar os valores do parametro A, de tal forma que a
solugédo da Equacéo (3.1.4) seja néo trivial. Os valores de A sdo denominados

autovalores da matriz [A] e sdo determinados pela Equacéao caracteristica;
det([A]-A[l) =0 (3.1.5)

Para cada autovalor 7; obtido, teremos um respectivo subespaco de

autovetores x; (=1, 2, 3, ..., 2.n), que é denominado de AUTOVETOR.

Notamos, que ao reduzirmos a ordem do sistema, aumentamos o numero de

variaveis. Ambos, A; e x; sdo, em geral grandezas complexas. Vemos que, pela
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Equacao (3.1.3), o comportamento (a resposta do sistema) é regido por uma

exponencial que depende do valor de A (ou ;). Seja entéo,

M=o, +iB, (=1,2, ..., 2.n) (3.1.6)

podemos fazer as seguintes consideragoes:

. a parte real do autovalor, o;, determina a amplitude do j-ésimo termo do

conjunto de equacdes formado pela Equagao (3.1.2), o termo e representa

as variagdes da amplitude em fungéo do tempo;

. a parte imaginaria do autovalor, B, representa a freqiéncia do j-ésimo termo

. ip.t .
com uma velocidade angular B;. O termo e, representa um vetor girante

unitario do plano complexo, com velocidade angular f;.
OBS.: a parte real do autovalor controla a estabilidade do sistema.

OBS.: uma forma mais rigorosa, que nao invalida a forma apresentada
anteriormente, € considerar a Equacao (3.1.3) como sendo uma combinagéo

linear do tipo:

Podemos também fazer a seguinte andlise quanto as caracteristicas do

autovalor:

- se todos os autovalores sdo complexos, com sua parte real nula (o =0, j =
1, 2, ..., 2.n) entdo, todos sdo complexos puros conjugados, a resposta do

sistema nao tende a zero (nem tende a aumentar com o passar do tempo), ou
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seja, o sistema oscila mas a amplitude ndo cresce nem diminui com o passar

do tempo. Neste caso o sistema é simplesmente denominado de ESTAVEL;

- se todos os autovalores possuem partes reais negativas (o; <0,j=1, 2, ...,
2.n), ou se todos os autovalores sdo reais negativos, entdo a resposta do
sistema tende a zero com o passar do tempo, neste caso o sistema é
denominado ASSINTOTICAMENTE ESTAVEL;

- se a parte real de pelo menos um autovalor complexo, ou pelo menos um
autovalor real for positiva, a resposta tende a infinito com o passar do tempo.
Neste caso o sistema é denominado INSTAVEL. Neste caso o infinito deve ser
entendido como um valor grande, limitado pelas condigdes de colapso do

sistema.

Nesta formulacido, o problema do autovalor foi definido utilizando uma matriz
dindmica do sistema na sua forma mais geral. Com a adogao dos vetores de
estado, houve uma reducdo de ordem do sistema, e assim os autovalores
correspondem as frequéncias naturais de vibracao do sistema. Os autovetores
correspondentes, sdo os modos de vibragao do sistema, ou modos normais de
vibracdo do sistema, ou seja, representam a configuragdo na qual o sistema

vibra em uma de suas frequéncias naturais de vibracgao.
Podemos definir o problema do autovalor de uma outra forma. Consideremos
um sistema linear natural conservativo. Nesta situagdo as forgcas néo

conservativas sdo nulas e a componente relativa ao amortecimento € nula e a

Equacéao (3.1.1) pode ser reescrita como:

MU }+ KU} = 0 (3.1.7)

A solugao para esta Equacao pode ser expressa na forma exponencial como:
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u(t) = e*' x (3.1.8)

Entdo temos, u(t)=se*'.x e U(t)=s’.e* x, que substituindo na Equagdo

(3.1.7), fornece:

s?.e* [x}M]+e*' {x}[K]=0, ou ainda, s*.{x}[M]+{x}[K]=0. Assim podemos

escrever [K|{x}=-s?[M]{x}, de onde vem que, A = —s?, ou ainda,

[K}x} = A [MJ{x} (3.1.9)

A Equacdo (3.1.9), representa o conjunto de n equagdes algébricas
homogéneas simultaneas nas variaveis ndao conhecidas x; (i=1, 2, ..., n). O
problema entdo € determinar o valor de A, de tal forma que a Equacgao néao

tenha apenas a solugao trivial (é o problema do autovalor).

OBS.: considerando a Equacao (3.1.9), a Equacéao representa um conjunto de

equacdes diferenciais homogéneas simultadneas do tipo:

n n n n
D kyx; =AY .m;x; entdo, > k;.x, —A.> m,x, =0, ou ainda,
=1 =1 =1

1

n

D (ky —Amy)x; =0

=1

de onde temos, kj-A.m;; =0, ou A = ky i, - Por definicdo a freqiéncia natural de
ij

vibragéo do sistema é o> = % (ou em forma matricial ®2[1]=[K][M]™"), assim

temos que A = o;.
A Equacao (3.1.9), pode ser reescrita como:
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[K}x}= w2 [M]}{x} (3.1.10)

A Equacao (3.1.10) é o problema do autovalor associado com as matrizes [K] e
[M] e possui a solugdo nao trivial se, e somente se, o determinante dos

coeficientes de x; for nulo, ou seja,
det(k;, —m;.0*) =0 (3.1.11)

A Equacéo (3.1.11) é denominada de determinante caracteristico da Equacéao

k; —m;.0> (Equagdo caracteristica, ou Equagdo das freqiiéncias). Essa

Equacdo é de grau n em »° e possui em geral n raizes distintas que s&o os

autovalores ou valores caracteristicos. As n raizes da Equacdo séao

2
n?

o;,0;,0;,..,0., Cujas respectivas raizes sdo as denominadas de
FREQUENCIAS NATURAIS DO SISTEMA, o (r = 1, 2, 3, .., n). As
freqUéncias naturais do sistema podem ser reagrupadas em ordem crescente
de magnitude, assim podemos escrever: w1 < 02 < ®3 < ... < ®,. A menor

frequéncia, ¢, é referida como a mais importante de todas e em muitos
problemas é denominada de FREQUENCIA FUNDAMENTAL.

OBS.: em geral as freqiéncias o, sao distintas e o sinal de igualdade nao

aparece.

Associado a cada frequéncia o, existe um vetor {x};, ndo trivial, cujos
elementos Xx;;, s&0 numeros reais, onde {x}; € a solucdo do problema do

autovalor, de tal forma que:

[K}x} = 02 [M}{x}. r=1 2 3,.,n (3.1.12)
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Os vetores {x};, sdo denominados VETORES CARACTERISTICOS, ou
VETORES PROPRIOS, ou VETORES MODAIS e representam fisicamente os
MODOS NATURAIS de vibragdo do sistema. Quando as forcas nao
conservativas sao desconsideradas, o amortecimento ndo é considerado, este
problema leva assim a autovalores reais, que representam fisicamente cargas

de flambagem ou frequéncias de vibragéo.

Os modos naturais de vibragdo apresentam uma propriedade importante,
conhecida como ORTOGONALIDADE. E uma ortogonalidade n3o convencional
(ou seja, produto entre dois vetores € nulo), mas uma ortogonalidade com
respeito a matriz de massa [M] do sistema. Também pode ser referida a matriz
de rigidez [K] do sistema. Vamos analisar a prova da ortogonalidade dos

vetores {x};, r = 1, 2, 3, ..., n. Consideremos duas solugdes distintas para o

problema do autovalor. Sejam, entdo, o?, {x} e «? {x}, essas solugdes.

Podemos escrever (utilizando a Equacéo (3.1.12)):

[K}x} = 0? [M}{x}, (3.1.13)

Klx}, = of MHx}, (3.1.14)

T
r

Multiplicando ambos os lados das equagbes, respectivamente, por {x}. e {x}

obtemos;

KX = o X3 M), (3.1.15)
T KM, = o3 g M, (3.1.16)

Transpondo a Equacéo (3.1.16), teremos;

K] 5 = o240 M) 4x (3.1.17)
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Sendo as matrizes [M] e [K] simétricas, a Equagao (3.1.17) pode ser reescrita

como:

o (K = o s Mix, (3.1.18)

Subtraindo da Equagao (3.1.15) a Equacao (3.1.18), obtemos;

el IKHx: — e Ik, = o dxs MK, - ol i M1,

ou

0= o {xj; MHx}, — of s MHxj,

ou

0 = (o7 - o2 )] M)},

Considerando que para duas solugdes distintas, que . # »’, 0 que em geral

ocorre, temos que a solucdo para a expressdo acima deve satisfazer a

expressao:

{x}: .[M].{x}r =0 para r=#s (3.1.19)

A Equacéo (3.1.19) é que descreve a condigdo de ortogonalidade dos vetores
nodais. Nota-se que a ortogonalidade € com respeito a matriz de massa, [M],
do sistema, que neste caso faz o papel de uma matriz de ponderagédo (ou
matriz que define os pesos de cada componente do autovetor, de cada modo
de vibracdo). Esta relagcado de ortogonalidade somente é valida se a matriz [M]
for simétrica. No caso de ser uma matriz diagonal, também valem as mesmas

consideracgoes feitas.
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OBS.: A condicdo de ortogonalidade também pode ser referida a matriz de
rigidez [K]. Para tanto, inserindo a Equagao (3.1.19) na Equagéo (3.1.15),

obteremos;

I Klx} =0  para r=s
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3.2 - Problema da Sensibilidade (“Sensitivity”)

A analise da sensibilidade (ou sensibilidade derivativa) & utilizada para se
estudar o efeito de modificagbes paramétricas no sistema, calculando as
direcbes de procura para a determinagdao de um projeto 6timo, construindo
fungdes de aproximagao e conduzindo suposigdes/modificagdes no projeto. Do
ponto de vista do controle, o conceito de sensibilidade é relativo as variagdes
no indice de controle causadas pelas variagdes na planta e nas matrizes de
influéncia do controle. No projeto estrutural o conceito de sensibilidade pode
ser usado para se determinar/procurar a dire¢cao da solugdo o6tima relativa a
otimizacao estrutural. Neste caso, entdo, a analise de sensibilidade envolve as
derivadas dos autovalores/autovetores com respeito as variaveis de projeto

(em nosso caso, a area da secgao transversal).

Retomando a Equacéo (3.1.10), impondo a restricdo de frequéncia, temos
entdo que determinar a derivada da frequéncia em fungdo da variavel de

projeto. Assim temos,

[K}x} -2, Mix} =0 (3.2.1)
ou ainda,

(K]= 2, M])ix}; = 0 (3.2.2)
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As matrizes [K] e [M] s&o simétricas e ainda [K] é positiva semidefinida e [M] é

positiva definida. Normalizamos com respeito a matriz [M] por,

X} M]{x} =1 (3.2.3)

A derivada do problema do autovalor pode ser expressa da seguinte forma:
diferenciando as equacgdes (3.2.2) e (3.2.3) com relagdo a variavel de projeto,

teremos respectivamente:

A+ g . k=) 2, B - B
(K]- xi.[M]).%{—;i}i - %.[M]{x}i = —(% - xi.%}{x}i (3.2.4)

(3.2.5)

OBS.: as equacgdes (3.2.4) e (3.2.5) sao validas para o caso de autovalores

distintos.

A variagdo dos autovalores pode ser obtida da Equacéao (3.2.4), multiplicando

por {x} e considerando a Equag&o (3.2.3), assim;

& -([K]—%i-['\/'])-%{—;i}‘—%-{X}T-[M]-{X}} - —{x}rg[f:].{x}i e M g

Considerando a Equacéao (3.2.3) e a Equacao (3.2.2),

i (K]=2MDix) =0 = det (K]-2M)=0,

Entao temos,
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_% — _{X}i M{x}I + XI{X}IT%{X}

oA, oA, O
-2y 2, Mg

Assim a expressao para a derivada do autovalor em fungdo da variavel de

projeto, que representa a variagao da frequéncia natural do sistema em fungao
da variavel de projeto, é dada por,

2oy {2, )

i oA oA

considerando que A = ®?,

{x}r.[a[K] o a[M]j.{x}i

OA. ' OA.
= ! ' (3.2.6)
OA 2m
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CAPITULO 4
FORMULAGAO DO PROBLEMA

4.1 Modelamento Matematico

Para o modelamento matematico de uma grande estrutura espacial sera

suposto/considerado a seguinte situagao:

- a estrutura espacial sera representada por uma viga em o6rbita baixa da
Terra. Assim a estrutura estara sujeita ao gradiente de gravidade;

- a estrutura tem dois eixos principais, onde os momentos de inércia
relativos a esses eixos sdo maiores do que o relativo ao seu eixo
longitudinal,

- a orbita é plana e circular, a 438 km de altitude da superficie da Terra;

- a estrutura é permitido o movimento no plano da 6rbita, ou seja, sé é
permitido o movimento de arfagem (movimento de “pitch”) e de vibracao

neste plano.

Consideremos a Figura 4.1.1, onde representamos a estrutura a ser modelada.

Estrutura sem deformagéo Estrutura deformada

Comprimento L %/

— - Q
........ = =
Orbita circular plana Centro de massa da estrutura

FIGURA 4.1.1 — Concepgao da estrutura e sua orbita.
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A dindmica do sistema assim definido serd modelada pela aplicacdo da
formulacdo de elementos finitos e do Lagrangiano (Usoro, et al., 1986),
(Feiyue, et al., 1993), (Kaplan, 1976), (McCuskey, 1963), (Alves Filho, 2000),
(Burnett, 1988) e (Meirovitch, 1986, 1970, 1997). Sera considerado para o
modelamento que a estrutura tem o comprimento L = 100 m e que sera dividida
em 20 elementos, com o comprimento | = 5 m. Considerando entdo os sistemas
de coordenadas orbital e o fixo no centro de massa da estrutura, conforme

apresentado na Figura 4.1.2.

v'A
L 9%
p— ‘ = S
AV
/ J-ésimo elemento

Elemento 1

FIGURA 4.1.2 — Sistemas de coordenadas.

Para cada um dos elementos da estrutura, podemos representar os
deslocamentos nodais: deslocamentos transversais e deslocamentos angulares

(ou rotacionais das sec¢des transversais), como representado na Figura 4.1.3.

FIGURA 4.1.3 — Deslocamentos nodais no j-ésimo elemento da estrutura.
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Pela abordagem adotada vamos determinar as energias cinética e potencial de
cada elemento, para assim obter as energias cinética e potencial da estrutura
como um todo. Em outras palavras, derivamos a energia cinética de cada
elemento para obter uma matriz de massa da estrutura e da mesma forma,
obtendo a energia potencial, obtemos a matriz de rigidez da estrutura. Obtemos
assim, a energia cinética e potencial da estrutura como um todo. A partir dai,
aplicando a Equacéo de Lagrange para coordenadas generalizadas, chegamos

as equacgodes do movimento da estrutura.

A energia cinética e a energia potencial da estrutura podem ser,

respectivamente, expressas por:

(4.1.1)

Sob o ponto de vista da engenharia, as estruturas podem ser consideradas
como uma montagem de elementos (elementos estruturais) interconectados
em um certo numero de pontos (pontos de conex&o) ou nos. Se as relagdes de
forcas e deslocamentos para cada elemento forem conhecidas € possivel
determinar (ou estudar) as propriedades e o comportamento da estrutura como

um todo.

Considerando a estrutura como um corpo “continuo”, o numero de conexdes,
ou nos, € infinito. Isso € um problema para uma solugdo numérica: a solugao
demandaria o conhecimento das equacdes diferenciais da estrutura e suas
respectivas solugdes, que em geral ndo sdo simples de se obter. O conceito de
elementos finitos € uma tentativa de se minimizar esse problema, assumindo
que o real “continuo” possa ser dividido em elementos interconectados

somente em um numero finito de pontos, ou nds, onde forgas ficticias atuam de
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tal forma que se possam representar as tensbes que atuam na borda do
elemento considerado. Os requisitos dos elementos devem ser compativeis e
as forgas internas devem ser balanceadas, dividindo-se entre os diversos
elementos pelos noés (ou através dos nés), de tal forma que a estrutura

completa possa ser vista como uma entidade unica.

Assim, uma estrutura complexa é vista como uma ‘montagem” de elementos

finitos, onde cada elemento € uma parte de uma estrutura continua.

O processo de discretizagdo é a base do método de elementos finitos. Ele
consiste no método de dividir a regido, 0 membro, o continuo, em subdivisdes
ou elementos, em um numero finito de partes, em elementos finitos. Neste
caso, teremos uma solug¢ao na qual consideramos a montagem dos respectivos
elementos; no caso real, o membro, a estrutura é considerada continua,
representada por equacgdes diferenciais, que resolvidas nos fornecem a
solugdo exata para a estrutura; assim pelo método dos elementos finitos a
estrutura inteira € modelada por um agregado de “estruturas” mais simples de
serem resolvidas, cuja solugao nos fornece uma aproximagéo da solugédo exata
para a estrutura. O modo pelo qual a estrutura se comporta entre os nés do
modelo, dependera das propriedades atribuidas ao elemento escolhido, que
representara a estrutura naquele trecho. Assim, uma vez conhecidos os
deslocamentos e os esforcos atuantes nos nds, podemos determinar o
comportamento interno de cada elemento e quanto melhor especificado esse
comportamento, mais a resposta do modelo se aproximara da resposta da

estrutura real.
O método dos elementos finitos foi inicialmente apresentado por Turner et al.,

1956, cujo trabalho teve a finalidade de apresentar um método que permitisse a

diminuigao no tempo de projeto de avides.
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% /@2% SrS

Forgas Forgas
" Axiais Cortantes

I'd
Momentos &~ )] Momentos
! Fletores Torgores

FIGURA 4.1.4 — Diagrama de corpo livre de uma barra.
FONTE: modificada de Alves Filho (2000, p.99).

Considerando a Figura 4.1.4, temos o diagrama de corpo livre de uma barra,
com os diversos componentes de forga que justificam o equilibrio do elemento.
No modelamento de uma viga ou uma barra, por exemplo, os elementos finitos

poderiam ser vistos como nesta figura.

A concepgao do modelo matematico, que representa de forma discreta a
estrutura pode ser estabelecida pela aplicagdo de trés leis da mecanica, ou

relacdes fundamentais da mecéanica:

1 — EQUILIBRIO DE FORCAS: considerando a condicéo de equilibrio da
estrutura, podemos aplicar as equagdes de equilibrio a cada um dos
elementos finitos isoladamente. Da mesma forma esta condicdo pode
ser aplicada a cada elemento, se o elemento estda em equilibrio, uma

parte dele também esta em equilibrio;

2 — COMPATIBILIDADE DE DESLOCAMENTOS: as extremidades dos
elementos em contato com o mesmo no estdo sujeitas aos mesmos

componentes dos deslocamentos;

3 — COMPORTAMENTO DO MATERIAL: os elementos se deformam ao

transmitir esforgos entre um né e outro. Estes sdo transmitidos pelos

55



esforcos internos no elemento. As forcas internas crescem
proporcionalmente as deformacgdes. Aqui vamos considerar o contexto
do REGIME ELASTICO, ou seja, de validade da Lei de Hooke.

A rigidez da estrutura inteira depende da rigidez de cada um de seus
elementos. Assim temos que obter a matriz de rigidez da estrutura a partir da
rigidez de cada um de seus elementos. Ao pensarmos em um modelo
discretizado, o primeiro passo consiste em subdividir a estrutura em uma
montagem de elementos, de tal forma que a rigidez do conjunto possa ser

contabilizada.
Pela abordagem Lagrangiana combinada com a formulagcdo de elementos
finitos as energias cinética e potencial da estrutura como um todo podem ser

obtidas pela somatodria das energias cinética e potencial de cada elemento.

Assim podemos escrever:
" (4.1.2)

Obs.: no modelo considerado, NE = 20 elementos.

Para o j-ésimo elemento da estrutura, a energia cinética pode ser obtida pela

expressao:

|

[ A Ahdx, (4.1.3)
0

A Figura 4.1.5, ilustra o sistema de coordenadas para o j-ésimo elemento da

estrutura.
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FIGURA 4.1.5 — Sistema de coordenadas — elemento de massa.

A Equacéo (4.1.3), representa a energia cinética de um elemento da estrutura,
referenciado ao sistema de coordenadas orbital (OXY). O vetor posi¢ao {r},
neste caso é referenciado a este sistema de coordenadas. No sistema de
coordenadas local (ou sistema fixo ao corpo) o vetor {rj} &€ obtido pela utilizagcao
da matriz de transformacgao T,, que transforma o sistema local de coordenadas
para o sistema orbital de coordenadas. Assim podemos escrever a matriz de

transformacéao:

0 - 0
T, - cos sen (4.1.4)
sen® coso

Podemos entao escrever a seguinte expressao:

frh=Tor} (4.1.5)

Considerando a Figura 4.1.2, podemos escrever o vetor {rj;} como:

f )= {(j—1).l +XJ} i=1 2, 3., N2E , para o lado direito da estrutura (4.1.7)
Yi
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{rj}: {_ i +XJ} i=1 2 3., % para o lado esquerdo da estrutura (4.1.8)

Os deslocamentos y; dos elementos da estrutura, ou elementos da viga, podem
ser descritos pelas fungdes de forma, utilizando-se para isso as fungdes
cubicas de Hermite, ou polinbmios Hermitianos (Meirovitch, 1986, 1997). Assim

podemos escrever:

Y (X5, t) =L (x;)up(t) + Lo (x;)0,(t) + Ly (x;)u, () +L,(x;)0,,(t) (4.1.9)

J

Onde:

(4.1.10)
2 3
X. X
onp-af) a2
x V' (x. ) —x? x°
L4(xj)——|—J +|—J :|’+’2
Considerando o vetor de deslocamentos definido como:
T
{zj}z[e u, 0, U, ejz} (4.1.11)

.
e sendo {uj}z {u“ 0, up 912} , 0 vetor de deslocamentos nodais, podemos

reescrever a Equagao (4.1.9), na forma: y,(x;,t) = ZL(XJ).UJ- .
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O valor de {f}, pode ser determinado por:

00 ou, 00, ou, 0, |

{f}:a{r}: 6{r}_5{zj}_{8{r} ofrt ot ot} 5“}{%} (4.1.12)

Assim,

}—T (4.1.13)
| A

(4.1.14)

Onde M; é a matriz de massa do j-ésimo elemento finito da estrutura (ou viga).

Neste ponto algumas observagdes sdo importantes de serem feitas:

. no ponto médio da estrutura, ou da viga, ou seja, na se¢ao da estrutura

que esta na origem do sistema de coordenadas orbital. Sera admitido que
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o deslocamento transversal (devido a flexdo) é nulo — a estrutura esta
vinculada a uma orbita em torno da Terra, porém o deslocamento angular
nesta secédo nao é nulo;

. para cada elemento da estrutura, a sua respectiva matriz de massa (M;)
tera a dimensao 5x5, visto que s&o cinco os graus de liberdade conforme

apontado na Equacao (4.1.11).

A determinagédo dos elementos da matriz de massa [Mj] pode ser feita como

segue. Consideremos a matriz M;, representada por:

=y
-

M,]= (4.1.15)

~
=

=T zTZXZ
=T zZEXZ
=z=zzzx
=zzz=x
=z=z=zx

Sendo a matriz de massa simétrica, podemos escrever My, = Mpa.

Considerando as equacgdes (4.1.4) e (4.1.5), podemos escrever, para o lado

direito da estrutura (como referéncia a Figura 4.1.2):

{r}:{cose —sene}{(j—ﬂ.l +xj1_{((j—1).l +X,).cos0 -y, send (4.4.16)

sen® cos0 Y, B (=11 +x;).sen0 +y, cos O

Utilizando a Equacgéao (4.1.14), determinamos cada um dos elementos da matriz

[M;], conforme a Equacéo (4.1.15).

Considerando os elementos do lado direito da estrutura, denominaremos a

matriz correspondente de [MjD] . Assim teremos,

D
- elemento M,,":
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1 |- (=11 +x;).sen0—y,.cos 6
{_6} { (=N +x;).cos6-y,.sen6

entao:

{i(ﬂ z[—((j—1).l +X;).sen0-y,.cos0 ((j—1)l +xj).cos€)—yj.sen6]

assim teremos,

{@} .{ig}}:[—((j—m +x,).5en0-y,.cos O}~ ((j— 1)) +x,).sen6 —y,.cos 6]+

+[((=11 +x,).cos0-y,.sen6][((j- 1)) +x,).cos6 - y,.sen6] =
=[G-11+ xj]z.[sen2 0 + cos® 6]+ yj.[sen2 0 + cos® e]:

= [(j—1).| +XJ.]2 + yj2

Considerando que a densidade (p) e a area da secdo transversal (A;) do

elemento considerado sao constantes, podemos escrever,

|
pAJ{[J—’I).I +xj]2 +yj2}dxj =
0
pAJﬁ (j—1)1)%dx. +I2 j="1)1x,dx; +Ix dx. +ij dx,
0

AL g lp.Aj.{uj} 06 4106 Ho o,

D
- elemento M,, ":
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De maneira analoga, obtemos,

el ey
entao:

{a{r}} ~[L,(x,)-sen6 L, (x,).cos 0]

assim teremos,

' a{U“

D
- elemento M,; " :

a{r} -L (x ).sen0
5{6_} ).cos 6
entio:
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{ a{r}} ~[Lu(x))-sen6 L, (x;).cos0]

assim teremos,

! 8!‘} 2 2 2y .2 =
} {8 G“J_Lz (x;){sen*6+cos® 0} =L, (x,) =

4 6 x 3 x 2
X

9 X
=Xj +6.|—2+|_4_4 | _4 |3

| 4 6 3 5
X. X. X. X;
M33D = p'Aj'I{ij + 6'|_JZ+I_J4_ 4I—J—4I—13}dxJ =
0

B p.AJ-.I3
105

D
- elemento M, :

{ﬁ%} { Ly(X,): ;znee}

entao:

o |
{g{m} = L;(x,).sen® L3(X,-)-0059]

assim teremos,
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olr} . olr} = L,%(x,).{sen? 0+ cos? 0} =L, *(x.) =
i e sz} J J

- elemento M,.":

6%} ).seno
5{?} L (x ) cose
entao:

{a@gr_}}} —[L,(x,).sen0 L, (x;).cos6]

assim teremos,

{ a{r}}} [669{:2}}} =L,,"(x;){sen 0 +cos® 0} =L,*(x,) =
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D D
- elemento M,,” =M, :

entao:

2 3 X2 3 X3 4
M,,” =M,," =p.A, HIJ— j|—+2——|+3——2—+X -3 +2 }dx.z

=p.A1%2(10.j-7)

D D
- elemento M,;” =M,,":

entao:

| 2

T 3 3 4
{@] [ ot} } X, -2 +j.X|—j—I.xj +3x —3.X|—J'+X—"
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S R XX
M.," =M,° :p.Aj.j{I JX; —2.].Xj2 +J.|—’—I.xj +3.xj2 —3.|—‘+—’2 dx,
0

D D
- elemento M,,” =M, :

M,°=M,° = p.Aj.lj {%r}H or} }dxj

5L 00 | | oup

entao:
[@T{ olr} }:31 i —21—3—3 LY —3+3 LIPS
0 | | o, | |2 | |2 |2 |3
[ 2 3 2 3 4
M,° =M,° =p.Aj.H3.j.X|—121)I(—3 L+, I——2 " }d =
=%.(10.j—3)
- elemento M,;° =M,,":
M,.° =M, =p AJ..I{ [%}T{aaé;} :Idxj
entao:

{ai} b@é{r_}ﬂ ix? +JX_3+JX —2.X|—J'3+T—f
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4
X.
—’}.dx =

+

X;

3
|

3
2
——+X; - 2.

X;

|
Ms” =pA,.[ { X +] |
0

D
5

1

M

(5.j-2)

-pAl 3
60

D D,
=M,,":

elemento M,,

entao:

D D,
:M42-

elemento M,,

entao:
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entao:
13
M,.° =M,," = =220 P
- elemento M,,” =M,,":
o o afl o} ][ ot
0 it Uiz
entao:
13
M.,” =M,;" =120 PN
- elemento M,;° =M,,":
o _wmo_ gl o] ] of}
M35 =M53 :pAJ'J. ae } . a{e }dXJ
0 1 j2
entao:
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entao:

M, =M,,° = ~510PAH

Entdo a matriz [MJ.D] , relativa a parte direita da estrutura pode ser escrita como:

M M M M M
M M M M M
[MJ'D] = M31D M32D M33D M34D M35D (4.1.17)
M M M M M
M M M M M

Com relagéo a esta matriz podemos fazer as seguintes consideragoes:
- notamos que a primeira linha e a primeira coluna da matriz referem-se
ao acoplamento do corpo rigido com relagao ao sistema de coordenadas
orbital;
- asubmatriz [Mnn], m, n =2, 3, 4, 5, € a denominada matriz de massa do
elemento j;

- asubmatriz [Mmn], m, n =2, 3, 4, 5, é determinada por:

j.p.Aj.{L(X j)}T.{L(x j)}.dx ;» entdo podemos escrever,
0
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j.p.Aj.{L(Xj)}T.{L(Xj)}.de = {u,f M., Hu,}, sendo {uj} o vetor de deslocamentos

0

.
nodais, {uj}:{uj1 0, up 64.

Para o lado esquerdo da estrutura, conforme equacdes (4.1.8) e (4.1.9),

teremos,

{r}— cos6 -—sen6 || —jl +X, B (=j! +x;).cos6 -y, sen0
" |sen® cosO | % B (=l +X;).sen0 +y,;cos O

Da mesma forma que feito para o lado direito da estrutura, podemos obter a

matriz [MjE], para o lado esquerdo da estrutura. Observa-se que a matriz de

massa para o j-ésimo elemento da estrutura ndo se altera, assim a matriz [Mmp]

€ a mesma que a obtida anteriormente.

E
- elemento M, :

a{r} |~ (=il +x;).sen6-y;.cos 6
00 | | (=il +x,).cos0-y,.sen®

entao:

.
[%ﬂ — [~ (=}l +x,).sen0—y,.cos® (~jl +x,).cos6-y,.sen]

00 00

{%}T{%}} S P12 -2l x4y
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entao:

entio:

3 3

I X, X,
— —l.jx; +2] x —j—+x G s T

{8 } {a%e }:I + g ) I I

o}
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[of}] [o
pA; [ [a%}} .[ai(ﬂ.dxj_
0
3 | 3
A{j | ® j|3+%}+pAJ.Iy12de—p ‘ [3]2—3J+1]+{UJ}T[an]{U
0
elemento M,,© =M,,°
£ _\E f[olf]' | ot}
M,,5 =M,, szJ.E')‘[a—} 1ok, dx,
2 3 3
{ { } {gg—}}} —IJ+31——21)|( +Xj—3)|(—2+2
| x 2 X3 X3
M,, = H |j+3j——2|—+X —3|—+2
0
pAI2
= 10.i—
—5p10j-3)
elemento M,," =M,,":
| T
M, =M, S =pA.. @] ot} |4
13 31 =P J_([{ae g{m X



E E I 2 X-3 P x.3 x.4
Mo" =My = p AL -Lix; +2jx, - -2
0

3
_ -pAl

50 (5.j-2)

- elemento M, =M,,":

M," =M, = p.Aj._l([ {%}T{a@%}dxj

entao:
T 2 3 3 4
X X, X X,
[@] ot} =3l 42jol 435 0
00 | 1olu,| | | | |
' x 2 x 3 X2 x.A
M," =M, = p.Aj.j{— 3.j.|—’+2.j.|—’2+3.|—‘2—2.|—’3}.dxj =
0
—p.Aj.I2 ,
= 10,j—7
o —10-7)
- elemento M,," = M,°
M.E =M. = p.A 'I{a{r}y{ a{r}}dx
15 — Wlg1 = A |
° ° Lo ] | ow,|
entao:
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LJ{%Q_Mjll RE

p.Aj.I3 .
=————|(5.j-3
5o 5i-3)
Entdo a matriz de massa para o j-ésimo elemento do lado esquerdo da

estrutura, [MjE], pode ser escrita como:

o
m- m

M 1= (4.1.18)

~
=
m

ZZEZZZ
ZZ%ZZZ
ZZgZZZ
ZZgZZZ
iZgZZZ

m

Valem aqui as mesmas observacgdes feitas para a Equagéo (4.1.17). Para a
aplicagado da Equacéo (4.1.1), temos que obter a matriz de massa da estrutura
completa, denominada de [M], considerando as matrizes obtidas na equagdes
(4.1.17) e (4.1.18).

Utilizando a metodologia disponivel em Meirovitch (1986, 1997) para compor a

matriz de massa da estrutura completa, podemos obté-la utilizando a seguinte

expressao:

M=§M%] (4.1.19)

Entdo podemos escrever a matriz de massa da estrutura completa como:
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My My My My, Mg Mg My, My, Mg Migz Mg Mgy My My, My,
My, My M,, M)y 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0
My, M, My, 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0
M, Mg Mg M, O 0 0 0 0 0 0 0
Mg Mg M, O 0 0 0 0 0 0 0
Mg Mg Mg, 0 0 0 0 0 0 0
S M,, My, 0 0 0 0 0 0 0
- | Mo 000000
M : : : : :
E Magze Maesr  Magag 0 0 0
T M3737 M3738 M3739 M3740 0
R M3838 M3839 MBBAO 0 0
I M3939 M3941 M3941 M3942
M4040 M4041 M4042
A Mysr My (41 20)
L M4242_
Onde os respectivos elementos séo determinados como segue:
NS, 10 NE
= ( 1E)=Z(MJ11D+MJ11 ) M, =M 1_7_10
j=1 j=1
NE NE
M13:Mj13E 127:10 My, =My, + M 1)12E j=—=10
. NE
M15:Mj15 +M(j1 127:10 M16:M]14 +M(m j=9

E

M, = Mj15E + M(j—1)13 =9
M19 = Mj15E + M(j—msE J =8

E E
My =Mjs~ + M43

I
\l

M, = Mj15E + M(j—1)13E j=6
M115:Mj15 +M(j1 j=9

M117:Mj15 +M(j1 j=5
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M‘HO

M112

M114

M116

M118

E E .
=M,  +M 4, =6
E E .
= Mj14 + M(j—1)12 j=9
E

= Mj14E + M(j—1)12 =9

E E .
=My, +My, j=3



M1 —Mns +Miys J=3

M121 = Mj15E + M(j—1)13E j=2
D

M123 = Mj14 + M(j+1)12

Mz :Mj14 +M(J+1 j=2

M.y, = Mj14D + M(j+1)12D j=3

M129 = Mj14D + M(j+1)12D j=4
D

M131 = Mj14 + M(j+1)12

M3, :Mj14 +M(J+1 j=6

Miss =My, v M ;11

M137 = Mj14D + M(j+1)12D j=8
D

M139 = Mj14 + M(j+1)12
D .

M4 :Mj14 j=10

My =My~ j=10 k=23

M33 =Mj33E j=10
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E E .
Mizo =Mjs” + My, j=2
E D .
M., =Mj15 +Mj13 j=1
D D .
Mgy =My~ +Mjaps = 1
D D .
Mize =Mjis +Mps 1=2
D D .
Mizg =Mjis™ + M5~ =3
D D .
Mizp =Mys~ +Mjps =4
D D
M132 = Mj15 + M(j+1)13
D D .
Migy =Mjis” + Mgy 1=6
D D .
Mizg =Mjis™ +Ms- =7
D D .
Mizg =Mjs” + Mg j=8
D D
M140 = Mj15 + M(j+1)13
My, =M,° j=10
142 =WNMys =

M, =0 k=67,..42

M, =0 k=6/7,..42



k=6 j=9 k=8 j=8 k=7 j=9 k=9 j=8
k=10 j=7 k=12 j=6 k=11 j=7 k=13 j=6
k=14 j=5 k=16 j=4 k=15 j=5 k=17 j=4
k=18 j=3 k=20 j=2 k=19 j=3 k=21 j=2
Mgy = Migg- k=4 j=10 Moy =Miss™ + M- k=4 j=10
k=5 j=9 k=7 j=8 k=6 j=9 k=8 j=8
k=9 j=7 k=11 j=6 k=10 j=7 k=12 j=6
k=13 j=5 k=15 j=4 k=14 j=5 k=16 j=4
k=17 j=3 k=19 j=2 k=20 j=2
Mg =0 k=89,...42 M, =0 k=89,.42
Mozy =Mpw k=2 j=10 Mygerz) =Migs k=3 j=10
k=4 j=9 k=6 j=8 k=5 j=9 k=7 j=8
k=8 j=7 k=10 j=6 k=9 j=7 k=11 j=6
k=12 j=5 k=14 j=4 k=13 j=5 k=15 j=4
k=16 j=3 k=18 j=2 k=17 j=3 k=19 j=2
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Mk(k+3) = sz5E
k=6
k=10

k=14

M,y =0
M, =0
M,, =0
M,q =0

M18k =0

My, =0 k=2324,...

Mzozz = szsE j= 1

D D
M2222 = Mj55 + Mj33

k=4
j=8 k=8
j=6 k=12

j=4 k=16

k=14,15,...

k=16,17,...

k=1819,...

k =20,21,...

k=2223,...

j=9
i=7
j=95

j=3

A2

A2

42

42

j=1

My = IVlj44D + M(j+1)22D k=23 j=1

k=25 j=2

k=29 j=4
k=33 j=6

k=37 j=8

k=27 j=3

k=31 j=5
k=35 j=7

k=39 j=9
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k=1011,...

k=1011,...

k=1213,...

k=1213,...

M11k =0

M13k =0

M15k =0

M17k =0

M19k =0

M,, =0 k=2324,..

M2122 = Mj35E j= 1

M,, =0 k=2526,...

k=14,15,...

k=16,17,...

k=1819,...

k=20,21,...

k=2223,...

A2

A2

42

Mkk = IV|j55D + M(j+1)33D k=24 J =1

k=26 j=2

k=30 j=4
k=34 j=6

k=38 j=8

k=28

k=32

k=36

k=40

i=3
j=95
=7

j=10



Mk(k+3) = Mj25D k=23
k=25 j=3 k=27

k=29 j=5 k=31

M, =0 k=27,28,...42

M, =0 k=2930,...42
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Mgy =Mys” +Myn” k=23 j=1
k=25 j=2 k=27 j=3
k=29 j=4 k=31 j=5
k=33 j=6 k=35 j=7

k=37 j=8 k=39 j=9

M2y =M k=23 j=2
k=25 j=3 k=27 j=4
k=29 j=5 k=31 j=6
k=33 j=7 k=35 j=8

k=37 j=9 k=39 j=10

Myia1 = IVlj44D j=10
Myis2 = Mj45D j=10

Mizsz = MjssD j=10

M,, =0 k=2728,...42

My, =0 k=2930,...42



M,, =0 k=3132,...42 My, =0 k=3132,...42

My, =0 k=3334,..42 My, =0 k=3334,..42
My, =0 k =3536,...42 M, =0 k=3536,...42
My, =0 k=23738,...42 M,, =0 k=3738,..42
My, =0 k =39/40,..42 My, =0 k=3940,...42
Mg, =0 k=4142 My =0 k=4142

Com a matriz de massa definida na Equacédo (4.1.20), podemos entéo

determinar a energia cinética total da estrutura, utilizando a Equacao (4.1.1).

A energia potencial para o sistema €& obtida considerando-se a energia
potencial de cada elemento agrupada de maneira semelhante ao caso da

energia cinética, ja ilustrado na Equacéao (4.1.2).

A energia potencial de cada elemento da estrutura, considerando os sistemas
de coordenadas, conforme ilustrado na Figura 4.1.2, pode ser obtida pela soma
de suas duas parcelas: uma devido a agao do gradiente de gravidade, e outra
devido a elasticidade da estrutura. Assim, para um elemento j da estrutura,

podemos escrever:

V, =V, +V, (4.1.21)

A energia potencial devido ao gradiente de gravidade € uma das causas de
perturbagdes para as estruturas espaciais que ndo tém uma geometria
esférica, ou seja, estruturas nas quais o centro de massa nao coincide com o

seu centro geométrico. Uma vez que a magnitude da acdo da forga
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gravitacional nao é igual nas diferentes partes da estrutura, binarios de forca
aparecem, gerando assim, torques que perturbam a atitude da estrutura. Este
efeito € mais significante em orbitas baixas da Terra, objeto do presente

estudo.

O efeito elucidado acima é utilizado para a estabilizacdo passiva de estruturas
espaciais, recebendo a denominagdo de estabilizagdo por gradiente de
gravidade, onde temos obrigatoriamente grandes relagbes entre momentos de
inércia da estrutura relativos aos seus eixos principais. Nesta configuragdo o
gradiente de gravidade “captura” a estrutura pelo seu eixo de menor momento
de inércia, alinhando esse eixo com a vertical local. Entdo, quando necessario,
€ utilizado um controle ativo para amortecer as oscilacbes no movimento de
arfagem (“pitch”), deixando-as dentro de limites aceitaveis ou faixa especificada
de oscilacdo. Este tipo de controle ativo é utilizado quando necessitamos de
alta precisdo de posicionamento ou quando temos uma estrutura altamente

flexivel sujeita a gradiente de gravidade.

A energia potencial da estrutura pode entédo ser obtida pela expresséao:
1
V=V, +V, =V, +§.{U}T.[k].{u} (4.1.22)
Podemos ainda escrever a seguinte expressao:

Vv =—.{af" . Kl{a} (4.1.23)

1
>

onde:

[K] — é a matriz de rigidez generalizada da estrutura.
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Consideremos a Figura 4.1.6, para a determinagdo da expressao para a

energia potencial devido a agao do gradiente de gravidade.

Centroda Terra

Orb'rta/

FIGURA 4.1.6 — Modelo para determinacao da energia potencial.

A energia potencial devida ao gradiente de gravidade pode entdao ser

determinada pela seguinte integral:

dm
V, =-Gm,. [ (4.1.24)

Podemos ainda escrever,

R12 :(Iio +F)°(§0 +F)=R§ +2.§00F+r2’ R, :\/Rg +2_§0 oF 412

assim,

5 .o 72
~ -1 2
R'=—= (R§ +2R, .F+r2)4 = R51.[1+ 2Ro e +r—] (4.1.25)

1
R, Re  Rg
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Pela geometria da estrutura, temos que %? ({1, entdo podemos expandir a
0

expressao da Equacéo (4.1.25) em uma série de poténcias, obtendo:

SIS R I SO I [ Y

R, R, R} 2R3 | R2 (4.1.26)
1 1[5 = v 3 ( . -
+—.— | —— IR, o) —— IR, oTr* [+

Rt - R

Temos que o produto vetorial R,er, pode ser escrito na forma:

Fio er =R, r.cosf, assim podemos rescrever a Equacgdo (4.1.26) na forma,

como apresentada na literatura,

T _ T S[ ] P .cose (4.1.27)
R, R, =R,

n=0

Onde P,.cos0, sdo os Polinbmios de Legendre de grau n e argumento cos6.
Considerando entdo os trés primeiros termos da série, representados pela
Equacao (4.1.26), e substituindo na Equacédo (4.1.24), obtemos a seguinte
expressao para a energia potencial devida a agdo do gradiente de gravidade:

Ri.dmS —G.mT.J.%.(Iio oF)de —G.mT.J L B.(ﬁo oF)2 —rz}dmS =

e
mg '0 mg' N0 mSZ'RO

3Gm,. Jrz.cosz 0.dm, +22; Irz.dm

3
Y0 mg Y0 mg

== .J‘dms - G;ZT .J‘.r.cosE).dms -
0 m 0 m

Interpretando membro a membro os termos da Equacéao (4.1.28), obteremos:

Gm; 'J-dms _ ~ Gm;.mg

4.1.29
R, R, ( )

ms
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onde ms é a massa total da estrutura

-Gm;
-

Ir.cos 6dm, =0 (4.1.30)

0

uma vez que consideramos o centro de massa da estrutura coincidindo com a
origem do sistema de referéncia da estrutura. A integral representa um

momento de inércia de primeira ordem sobre o eixo Z.

Gm, [rz.am, = _Gm, | (4.1.31)
Ry o 2R?

onde Iz € o momento de inércia da estrutura em relacdo ao eixo Z, conforme
Figura 4.1.5.

_3.Gm,

3 Gm, | (
2R3 ' e

1+cos20) (4.1.32)

3.G.
..[rz.cos2 0.dm, = - M1 cos? 0l, =
m, 2R; 0

Assim a expressao para a energia potencial devido ao gradiente de gravidade

pode ser escrita por:

v, - _G.mT.ms G.m3T 1, _E'G'_TT_Z _E_G'_nzT_lz_00329
R, 2R} 4 R} 4" R}
v, - _Gm;ms _l_G-”;‘T 1, —§.G'—";T.|Z.cosze (4.1.33)
R, 4 R 4 R
Gm;.mg

O termo , representa que ambos os corpos (Terra e estrutura) sao

0

tratados como particulas (ou pontos materiais), isso implica que a resultante
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das forgas devidas ao gradiente de gravidade passam pelos centros de massa,
nao resultando assim em torques. Essa expressdo, portanto, ndo apresenta
interesse em nosso estudo. Assim, a expressdo para a energia potencial
devida ao gradiente de gravidade, reescrevendo a Equagao (4.1.28), é

expressa por:

v, - 8m: .|Z.(_l_§.coszej _ Gy _.Z_(i_i_senz ej (4.1.34)
R? 4 4 R 2

A energia potencial devida a elasticidade da estrutura, associada a um

elemento j da estrutura, pode ser obtida pela expressao:

€

v, :%.{uj}T.[kJ].{uj} (4.1.35)

A matriz de rigidez, k;, € determinada como se segue. Para a estrutura,
podemos definir a expressao, que expressa uma relacao linear entre todas as

forcas e deslocamentos nodais para a estrutura inteira,
Fi=KHu} (4.1.36)

sendo:
{F} — vetor dos componentes das forgas nodais, aplicadas ao modelo da

estrutura;

[K] — matriz de rigidez da estrutura, na realidade [K] = Zki , onde k; € a rigidez
i=1

do i-ésimo elemento e “ne” é o nimero de elementos finitos da estrutura;

{U} — é o vetor das componentes dos deslocamentos nodais.
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A relacao entre as forcas e deslocamentos no ambito da estrutura pode ser
expressa pela matriz de rigidez da estrutura. A matriz de rigidez € uma fungéo

das variaveis de projeto.

Consideremos um elemento de viga, sujeito a vibracao lateral, causando a
flexdo da barra, consideremos um elemento, conforme mostrado na Figura
41.7.

‘——-x__...l {

- h -
i

FIGURA 4.1.7 — Elemento de viga, sujeito a vibracao por flexao.
FONTE: modificada de Meirovitch (1986, p. 303).

Consideremos as forgas e momentos atuando sobre um elemento da viga

sujeita a esta situagao, conforme ilustrado na Figura 4.1.8.
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FIGURA 4.1.8 — Forgcas e momentos atuando num elemento de viga.
FONTE: modificada de Thomson (1973, p. 275).

Na Figura 4.1.8, V e M sao os esforcos de cisalhamento e os momentos
fletores, devido a uma vibragéo lateral e p(x) representa uma carga por unidade
de comprimento da viga. Somando as for¢as na diregéo y, obtemos:

dV —p(x).dx =0 (4.1.37)

Somando os momentos, em relagao a qualquer ponto sobre a face direita do

elemento, teremos:
dM-V.dx = %.p(x).(dx)2 (4.1.38)

Das equacdes (4.1.37) e (4.1.38), podemos escrever,

ﬂ:p(x) e ﬂzv (4.1.39)
dx dx

De onde observamos que a taxa de variacao dos esfor¢cos de cisalhamento ao

longo da viga é igual a carga por unidade de comprimento, e que a taxa de

86



variagcdo do momento fletor ao longo da viga é igual a forca de cisalhamento.

Podemos entao escrever,

v _dm
dx dx>

= p(x) (4.1.40)
O momento de flexdo M é relacionado com a curvatura da viga pela Equagao;

2
M = E.|.dL(2X) (4.1.41)
dx

sendo:

E.l — é arigidez a flexdo da viga.

Substituindo a Equacao (4.1.41) na Equacao (4.1.40), obtemos;

dx?
dx?

dz[E.I. sz(X)J
= p(x) (4.1.42)

Considerando para o elemento a rigidez a flexdo constante, podemos

reescrever a Equacao (4.1.42) na forma,
4
E.I.% — p(x) (4.1.43)

Para o caso representado na Figura 4.1.7, temos que a forga distribuida por
unidade de comprimento da viga € nula. Assim podemos reescrever a Equacéo
(4.1.43) na forma,
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4
Ik y(4x) =0 0 (x(h (4.1.44)
dx
Integrando a Equacgéao (44) quatro vezes, teremos,
1 , 1 ,
y(x):g.cl.x +5.cz.x +Cy.X+C, (4.1.45)

Onde, c1, Cy, C3 € ¢4 S0 constantes de integragdo. Com relagdo a Figura 4.1.7,

podemos verificar algumas consideracgdes feitas;

y(0) = 0, d‘é(xx) —0,, y(h=vy,, d’(;—(;‘) —0, (4.1.46)

Onde y, e y2 sdo os deslocamentos nodais e 01 e 0, sdo as rotagbes nodais, ou
deslocamentos angulares nodais. Substituindo a Equacéao (4.1.46) na Equacéao
(4.1.45), teremos;

y(0) =y, =c,, g =0, =C,,
X x=0
y(h) =y, = %.01.h3 +%.02.h2 +c,h+c,, (4.1.47)
e W) _ 0, :1.01.h2 +c,h+c,
dx x=h 2

Cujas solugdes para as constantes c4, C, C3 € C4 S0,

6
c, :h—3.(2.y1 +h6, -2y, +h.62)

c, = h%.(—&y1 -2h6, +3y, -he,) (4.1.47)
¢, =6, e C, =Y,
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Substituindo a Equacao (4.1.47) na Equacao (4.1.45), obtemos:

1 6
y(x) = E'h_3'(2'y1 +h6, -2y, +h8,)x* +
1 2 2
+ Eh_z(_ 3y,-2h6,+3y, -ho,)x> +0,x+y, =

1—3-@12{%}3} {—— GRE Hhe +

(4.1.48)

Das equacodes (4.1.41) e (4.1.39), considerando a rigidez a flexdo constante,

temos,

3
aM _y _ g 9YX)
dx dx’

(4.1.49)

Considerando a Figura 4.1.7, a relagdo entre as forgas e os deslocamentos

nodais, pode ser descrita como:

3 3
T e (O
dX 3 x=0 dX 3 X=h

Considerando a Figura 4.1.7 e a Equacéo (4.1.41), temos;

Rearranjando os valores para fq, fo, f3 e f4 teremos;

89

(4.1.50)

(4.1.51)



ITI

fi="5(12y,+6h8,-12y,+6h8,)
E.|

f, = h—2(6y1+4h6 -6.y,+2h.6,)

fy = EI( 12.y,-6.h.6,+12y,-6.h.8,) (4.1.52)
E.|

f, = h—z.(G.y1 +2.h.8,-6.y,+4.h.8,)

As equacgdes (4.1.52) podem ser reescritas na forma matricial. Assim podemos

escrever,
= [kly} (4.1.53)
onde:
Yi
f
2 0
{fl= é e {yj= y* (4.1.54)
f% 0,

Respectivamente, o vetor das forgas e o vetor dos deslocamentos nodais,

dessa forma a matriz de rigidez do elemento pode ser escrita como;

(12 6h -12 6h]
(- E!| 6h 4h? —6h 2h’

h*1-12 -6h 12 —6h (4.1.55)
' 6h 2h* —6h 4h?

A Equacéo (4.1.48), pode ser reescrita na forma,
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y(x) =L, (x).y, +L,(x).h0, +L,(x).y, +L,(x)h.6, (4.1.56)

Onde:

-a(<) 2[] w190

As equacgbes (4.1.57), sdo denominadas de FUNCOES DE INTERPOLACAO,
ou FUNCOES DE FORMA. Esse nome vem do fato que elas nos permite obter
o deslocamento para qualquer posigdo x entre os nds considerados, ou seja,
ao longo do comprimento h, ou ainda, definem o comportamento no elemento
considerado. Essas funcbes estdo representadas na Figura 4.1.9, e séao
denominadas de “fungdes cubicas Hermite” e ja foram utilizadas na formulag&o

para determinacdo da matriz de massa da estrutura.
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_1,..
L{ tX)

- « <o

FIGURA 4.1.9 — Funcdes de forma - “cubicas Hermite”.
FONTE: modificada de Meirovitch (1997, p. 306).

Reescrevendo a Equacéo (4.1.55) e retomando a formalizagéo relativa a Figura

4.1.3 e a Equagao (4.1.35), temos:

12 61 -12 6l
El|l 61 412 —61 21?2

k1=Z=1 4.1.58

k] 1°1-12 —-61 12 -6l ( )

61 21 -6l 417

A matriz de rigidez generalizada da estrutura, K, pode ser expressa por:
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K, 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0
Ky, Ky Ky Ky O 0 0 o 0 0 0 0 0 0
Ky Ky K 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0
Ky Kis Ky Ky O o 0 0 0 0 0 0
Ky Ky K O o 0 0 0 0 0 0
K Ko Keg o 0 0 0 0 0 0
S Ky Ko o 0 0 0 0 0 0
W, AR
E Kaszs Kagsr Kags 0 0 0 0
T Kasr Karss Karse Kz 0 0
R Kagss Kagzo Koo O 0
I K3939 K3941 K3941 K3942
C K4040 K4041 K4042
A K4141 K4142 (4. 1 .59)
L K4242

Onde os respectivos elementos s&o determinados como segue:

K=V

Lado esquerdo da estrutura Ko =Ky

K23 = kj12 K33 = kj22

Koz = Kjis n=2468,...20 Koz = Kjia n=2468,...20
Koty = Kjzs n=3579,..19 Koniz) = Kjza n=3579,.,19
Ko =Kji +kizs  n=468,...,.20 Kin =Ko +Kiyy  n=3579,...,21
Koniy =Kz +Kzg  n=468,...,20

Lado direito da estrutura Kooz =Kjia

K2122 = kj24

K =K +Kpe  N=222426,..,40

nn
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K =Kp +Kgy  N=232527,.39 K, =Ky n = 2224,26,...40

n(n+1)

Koz = K og N=222426,.40 K., =K n = 232527,...39

K4141 = k'33
Kooss) = Kira n = 23,2527,...39 :

K4142 = kj34 K4242 = kj44
Formulagado de Lagrange

A fungdo de Lagrange, ou Lagrangiano, L, € uma fungdo do tempo, t; das
coordenadas generalizadas do sistema, q, e de todas as suas velocidades
generalizadas, q. Entdo, podemos escrever o Lagrangiano de uma forma

compacta, como:
L(a,q,t) (4.1.60)
Assumimos que as seguintes derivadas existem

%% e % (4.1.61)
O estado mecanico de um sistema fica complemente especificado pelas suas
coordenadas e suas velocidades num determinado instante de tempo, assim o
Lagrangiano define o estado mecanico do sistema, ou ainda, qualquer funcéo
na forma da Equacgéo (4.1.60) que satisfazem as equacgdes (4.1.61), podem ser
usadas para descrever um sistema mecanico. Isso ndo quer dizer que uma
funcdo qualquer dessas citadas ira descrever um sistema possivel de ser
encontrado na natureza, mas a reciproca sera verdadeira, ou seja, um pequeno

numero de leis, ou ainda, um pequeno numero de equagdes como a
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representada na Equacado (4.1.60), podem fornecer modelos para todas as

interagdes fundamentais observadas na natureza.

A férmula mais geral da lei de movimento de sistemas mecanicos é dada pelo
principio da agao minima, ou “Principio de Hamilton”. De acordo com esse
principio, todo sistema mecéanico é caracterizado por uma fungdo como a
representada na Equacgéo (4.1.60), devendo o sistema satisfazer a seguinte
condig¢ao: nos instantes t; e t;, conhecidos, o sistema ocupa as posicdes q1 e
g2, respectivamente e igualmente conhecidas. Entre esses pontos o sistema

descreve uma trajetoria de modo que a integral,
s=| “L(qat) dt (4.1.62)

assuma o menor valor possivel.
OBS.: a integral S € denominada de “agao do sistema”.

As equacgoes diferenciais que determinam o minimo da integral representada
na Equacao (4.1.62), podem ser obtidas supondo que o sistema tenha somente
um grau de liberdade, por simplicidade, de tal forma que ele seja definido

somente por uma fungéo do tipo q(t).

Seja entdo q = q(t), a fungado para a qual a Equacao (4.1.62) apresenta um
minimo (ou um extremo), isso significa que S crescera se substituirmos q(t) por

uma funcéo qualquer, onde

q(t) + 8q(t) (4.1.63)

onde 4q(t) € uma fungdo infinitamente pequena em todo o intervalo entre os

extremos t4 e t,.
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Por hipétese, inicialmente consideramos que nos instantes t4 e t; as variagdes

sao nulas, entdo podemos escrever:
dq(t,) =98q(t,)=0 (4.1.64)

A alteracdo sofrida por S devido a variagao dq(t), € dada por:

[ @v+sa(t), a®+54(0, ) dt-["(at), an, O dt  (4.1.65)

A condicado necessaria para que S seja minima é que esses termos se anulem.
Isso € chamado de primeira variagado (ou simplesmente variagdo) da integral.

Ent&o o principio da acdo minima pode ser escrito por:
5S = sjf L(q @ t) dt=0 (4.1.66)
ou efetuando a variagéo, obtemos;

fz(a—Lamisqj dt=0 (4.1.67)

notamos na Equagao (4.1.67) que Sq:%Sq, integrando o segundo membro

por partes, obteremos;

Y
dq=—208q¢ +| | =-——-9q dt=0 4.1.68
4= 5q % L (aq dtog ) ( :
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Em face das condicdes representadas pela Equacao (4.1.64), o primeiro termo
da Equacgao (4.1.68) se anula. Assim, resta que o valor da integral deve ser
nulo para qualquer valor de 8q. Isso s6 ocorre, ou sO sera possivel se:
dfob) ok _ (4.1.69)
dtiloq) aq
A Equacédo (4.1.69), representa um conjunto de equacgdes diferenciais que

determinam o minimo da integral representada pela Equacao (4.1.62) e sao

denominadas em mecanica de “Equag¢des de Lagrange”.

Assim, se a fungdo de Lagrange, ou Lagrangiano, de um sistema for
conhecida, entdo a Equacgao (4.1.69) estabelecera as relagbes entre as
aceleracgoes, velocidades e as coordenadas do sistema, ou ainda as equagdes
representadas pela Equacéo (4.1.69) constituem as “Equagdes de Movimento

do Sistema”.
Definindo Equagao de Lagrange, como:
L=T-V (4.1.70)

Podemos, entdo, obter a Equagcdo do movimento do sistema, aplicando a
Equacdo de Lagrange. O sistema modelado ndo considera amortecimento
estrutural e/ou acao de outras forgcas dissipativas, assim o sistema modelado
pode ser considerado um sistema conservativo. Entdo a Equagao (4.1.69),

pode ser aplicada.

Obteremos o sistema de equagdes nao lineares, fazendo as seguintes

consideracgoes:

a) da Equacéao (4.1.1), podemos escrever:
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%(&) ~ " Mle)

20—y Ko~ 5 2 (r Mlalle) o
% oS- e

Onde (§) representa um vetor no espago R".

Escrevendo a Equagéo de Lagrange, obtemos:

ar ble)+ ko) 3. (o o) 7 Bigg-0 a2

Fazendo a consideracédo de que a estrutura estda em regime e em sua 6rbita.
No decorrer do tempo, o sistema ndo esta sujeito a variagdo de massa. Em
uma missdo temos uma fase de transicdo, onde geralmente manobras de
grande amplitude sado necessarias. Pela consideragao de regime em sua orbita,
entende-se a manutencdo das especificagdes nominais de atitude e sem
nenhuma grande manobra. Assumindo que a condigdo de equilibrio descrita
pela configuracdo de estabilidade por gradiente de gravidade (ou seja o eixo
longitudinal da estrutura — eixo de menor momento de inércia, esta alinhado, ou
bastante préximo do alinhamento, com a vertical local) e pela condigao elastica
de ndo deformagdo, ou deformacgdes pequenas (como uma estrutura rigida).
Assim, linearizando as equagdes de movimento, podemos escrever o sistema

linear de equagdes associado como:
[MHg}+ [KHa} =0 (4.1.73)
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4.2 - Formulagao do Problema de Otimizagao

O problema de otimizagao estrutural com restricbes de frequéncia e restricdes

laterais, pode ser estabelecido como: minimizar o peso de uma estrutura. A

funcao objetivo a ser minimizada pode ser expressa por:

sujeita as seguintes restrigdes:

. restricbes quanto a frequéncia de vibragao:

g(A)=wl-w?>0  j=123,..k

. restricdes laterais:

sendo:

A, - variavel de projeto, area da se¢ao transversal;
p, - densidade do material;

|, - comprimento do elemento i da estrutura;

o, - J-ésima freqUéncia natural de vibragao;

w; - j-esima frequéncia natural de vibragéo, especificada.

99

(4.2.1)

(4.2.2)

(4.2.3)



100



CAPITULO 5
PROCEDIMENTO DE OTIMIZAGAO

5.1 — Procedimento Sequencial de Otimizagcao

O problema considerado consiste na otimizacdo, ou determinagcao do peso
minimo, de uma estrutura com restricdo na sua frequéncia fundamental de
vibragdo. Para tanto, sera utilizado um método sequencial de otimizagao, que
consiste em transformar o problema de otimizagdo com vinculos em uma

sequéncia de problemas de otimizacdo sem restricbes ou vinculos.

As técnicas de programagao matematica, sdo um tipo de procedimento usado
desde a década de 60 para o calculo de projetos de minima massa/peso
estrutural, ou para projeto de componentes estruturais sujeitos a restrigdes (ou

vinculos), por exemplo: tensdes admissiveis e/ou deslocamentos admissiveis.

A abordagem geral € a minimizagdo da fungao objetivo como uma fungéo sem
vinculos, porém, aplicando penalidades quando a condicdo de restricao for
ultrapassada, ou violada. Isso requer a solugdo de uma sequéncia de
problemas sem restricbes, para assim obter um projeto 6timo. Este método é
denominado de SUMT (Sequential Unconstrained Minimization Technique).
Pela relativa simplicidade, o método SUMT é a mais popular técnica de
programacao matematica utilizada para a solugao de problemas de otimizagao

estrutural.

Consideremos entédo a formulagéo geral do problema,

- Minimizar a fungao:

F(X3, Xy, X,) (5.1.1)
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sujeita as seguintes restri¢coes:

. restricdes quanto a frequéncia de vibracao:

(X, X ,...,Xn = (0'2 _m? <0 j=123,...,n esig — M
g9;(X4, X, ) = o] j ] desig (5.1.2)

0 (X3 Xppees X)) = 07 —w? = =123, =

j j =**1 " Yiguald
. restricdes laterais:
X <X, <X (5.1.3)

Para esse fim é definida uma fungdo composta, que considera a fungao
objetivo e seus vinculos, ou seja, é definida uma fungdo pseudo-objetivo, que

tem a seguinte forma:

®(X,r)) = F(X) +r, P(X) (5.1.4)

onde:
P(X) - é uma funcdo de penalidades, imposta, que considera os vinculos do
problema;

r, — € um escalar que determina a magnitude da fung&o de penalidade.

Para introdugéo dos vinculos do projeto, é criada uma fungcédo pseudo-objetivo
com uma fungdo de penalidade. Essa fungédo de penalidade, tem a funcéo de
considerar o vinculo, de tal forma a nao permitir (ou permitir, porém, desde que
esta violagdo esteja dentro de uma determinada tolerancia) a violagdo do
vinculo. O método SUMT transforma um problema de otimizagdo com vinculos
em um problema de otimizagdo sem vinculos. No procedimento padréo, o
projeto inicia dentro de uma regido viavel, ou aceitavel, ou possivel para o
projeto. Como sera abordado a seguir, para preservar a continuidade da

segunda derivada e permitir que o projeto possa iniciar fora da regiao viavel ( e
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convergir para ela ao longo do processo) uma fungao quadratica de penalidade

€ criada e incorporada a fungéo pseudo-obijetivo.

regidio

£ X)

Nye————

—1
/ &1(X)

FIGURA 5.1.1 — Representagao da regiao viavel.
FONTE: modificada de Vanderplaats (1984,
p.124).

A Figura 5.1.1 ilustra a metodologia, onde temos a fungdo sendo minimizada

dentro de um intervalo, ou de uma regiao viavel para o projeto.

O algoritmo utilizado é o denominado NEWSUMT-A. Foi escolhido por
incorporar a metodologia SUMT e por ser amplamente utilizado para a solugao

de problemas de otimizagao estrutural.

Este algoritmo encontra-se no Departamento de Mecéanica e Controle do INPE
— DMC. Khot et al., 1987, apresenta uma comparagao entre resultados obtidos
pela utilizagao de diferentes tipos de algoritmos de otimizacao para o projeto de

estruturas com relacdo a obtencdo da massa/peso estrutural minimo. De
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acordo com suas conclusbes o método NEWSUMT-A apresenta a minima
massa/peso estrutural com o menor numero de analises, uma vez comparado
com os algoritmos IDESIGN e VMCON, que promoveram algumas pequenas
alteragdes na funcao objetivo durante as interagcbées e que necessitaram de um

numero maior de analises.

Este método também foi utilizado por Fonseca, 1988, conduzindo a resultados
satisfatérios para a obtencdo de uma estrutura de minima massa/peso

estrutural.
O texto anterior justifica a escolha do NEWSUMT-A, e uma breve explanagéo

sobre as caracteristicas do método € apresentada a seguir, para que o pacote

de software utilizado seja entendido.
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5.1.1 — Método das Penalidades

O método das penalidades consiste em uma metodologia para evitar a violagéo
das restricdes. Uma penalidade é aplicada a fungao pseudo-objetivo toda vez

que a restricao for violada.

Trés abordagens tradicionais caracterizam a abordagem do método sequencial

de minimizagao (Sequential Unconstrained Minimization Technique — SUMT):

Método da Fungdo de Penalidade Exterior: a terminologia de
penalidade exterior, refere-se ao fato de que a penalizagcdo ocorre exterior a

regido viavel,

. Método da Funcdo de Penalidade Interior: este método penaliza a
funcdo objetivo ao longo do processo, toda vez que esta se aproxima do

vinculo, ou seja, mantém o projeto dentro da regido viavel;
. Método da Funcédo Estendida de Penalidade Interior: este método

combina as caracteristicas dos métodos da funcdo de penalidade interior e

exterior, de forma a contrabalancar suas limitacoes.
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5.1.1.1 - Método da Funcao de Penalidade Exterior

Neste método a funcdo de penalidade é tipicamente definida como:

P(x) = i{max[o,gj(X)]}z +3 )P (5.1.1.1.1)

=1 k=1

A Equacéao (5.1.1.1.1), mostra que nao existe penalidade imposta se todas as
restricdes/vinculos s&o satisfeitos, ou ndo s&o violados, ou seja, todos g; (X) < 0
e todos hy(X) = 0. Mas quando um ou mais vinculos sao violados, o quadrado

desse vinculo € incluido na fung&o de penalidade.

A razéo da violagao do vinculo é elevada ao quadrado, é assim proporcionado
uma variagao do vinculo de zero até a borda da restricdo. Entretanto a segunda
derivada n&o € continua sobre a borda da restricdo; sendo este, um método de
segunda ordem utilizado para minimizacdo, € uma possivel fonte de um

problema mal condicionado.

Relativamente ao multiplicador escalar r,, se escolhermos um valor pequeno
para ele, a resultante fungao ¢(X,rp) é facilmente minimizada, mas pode ter uma
maior violagdo das restricbes. Por outro lado, se o valor for grande, teremos
uma aparente satisfacdo das condi¢des de vinculo, mas sera criado um pobre
problema de otimizagdo condicionado pelo ponto de vista numérico. Entretanto,
usualmente inicia-se o processo com um valor pequeno de r, € assim
minimiza-se a funcdo ¢(X,rp). Entdo se aumenta o valor de r,, por um fator y, e
d(X,rp,) € minimizada novamente. Assim, sucessivamente, cada minimizacéo
inicia-se com os valores obtidos no processo anterior até a obtengcao de valores

satisfatorios.

Um algoritmo geral de otimizagdo para este método é apresentado na Figura

5.1.1.1.1. Neste exemplo o critério de convergéncia baseia-se em que a funcéo
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original F(X) nao varia significativamente durante a minimizagéo sem vinculos e

tem-se g;j (X) < 0 e he(X) = 0 com uma tolerancia especificada, para todos j e k.

Como estamos inicialmente tratando de um problema sem vinculos, a
convergéncia para este subproblema pode ser totalmente perdida no inicio e
ser mais rigorosa para as sub-otimizagdes subsequentes. Isso vai prover uma
melhoria consideravel na eficiéncia do método, sem no entanto, afetar sua

realizabilidade.

INiCIO

v

DADOS: X, r,, y

v

MINIMIZAR ¢)(X, r,) COMO UMA
»| " FUNCAO SEMYINCULOS

SIM

FIM

< vrp

FIGURA 5.1.1.1.1 — Algoritmo para o método da fungao de penalidade exterior.
FONTE: modificada de Vanderplaats (1984, p.130).

A Figura 5.1.1.1.2, representa a fungcdo de penalidade exterior, variando
conforme a penalidade imposta ao problema. Podemos observar que, para um
valor grande de r,, temos a funcdo pseudo-objetivo se “movendo” proximo a
regiao viavel para o projeto. Entretanto, a curvatura da fungédo pseudo-objetivo,
aumenta proximo do minimo. Os altos valores dessa curvatura, com os altos
valores de r, resultam em dificuldades numéricas; com o aumento de r, a

funcdo pseudo-objetivo torna-se cada vez mais nao linear, fazendo com que o
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problema de minimizacdo seja mais dificil, trazendo a possibilidade de um
“overflow” computacional. Uma forma de contrabalancar este problema é usar
uma sequéncia de valores de r,, considerando seu valor minimo como ponto de

partida, ou valor inicial, e a partir dai, aumentando-o.

(X))

fb(r,,:lOO)

FIGURA 5.1.1.1.2 — Fungao de penalidade exterior.
FONTE: modificada de Vanderplaats (1984,
p.125).
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5.1.1.2 - Método da Func¢ao de Penalidade Interior

Uma das desvantagens do método da funcdo de penalidade exterior é o fato de
que o projeto move-se externamente a regido do dominio viavel, e a

minimizag&o ocorre para valores de r, grandes.

A diferenca estda na forma como a funcdo de penalidade é aplicada aos
vinculos de desigualdade e o parametro de penalidade é decrementado ao

invés de aumentado durante o processo de otimizacéao.

A Figura 5.1.1.2.1 mostra a fungcdo de penalidade interior. Notamos que a
penalidade interior mantém o projeto dentro da regido viavel de projeto, com o

decremento da penalidade rp.

Provavelmente a funcao de penalidade mais comum neste método é:

P(X) =Y. —~ (5.1.1.2.1)

Usando a Equacéo (5.1.1.2.1) e incluindo os vinculos de igualdade via a fungao

de penalidade da Equagéao (5.1.1.1.1), teremos,

m

oX, 1) = F(X) + Z +rp.Z|:[hk(X)]2 (5.1.1.2.2)

= 9;(X) k=1

O ultimo termo da Equacgado (5.1.1.2.2) é a funcdo de penalidade exterior,
conforme definido anteriormente, porque desejamos direcionar hy(X) para zero.

Da mesma forma r, e F(X) tem as mesmas definigdes anteriores.
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FIGURA 5.1.1.2.1 - Fungao de penalidade interior.
FONTE: modificada de Vanderplaats (1984,
p.131).

O segundo termo do lado direito da Equacéo (5.1.1.2.2) é a diferenga entre as
abordagens das fungbes de penalidades exterior e interior. Nota-se que gj(X)
deve ser negativo para que seja viavel, -1/gj(X) sera positivo e tendendo a

infinito quando g;(X) tender a zero. O parametro de penalidade r[', € usado para

distinguir isso, porque rF; inicia no processo com valores positivos grandes que

depois diminuem, enquanto que rp inicia no processo com valores pequenos

que depois aumentam. Neste caso rF; € multiplicado por um valor ¢y’ apds cada

passo do processo de minimizagao sem vinculos, onde y* € um valor menor que
1.
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O algoritmo deste método é representado na Figura 5.1.1.2.2, onde a funcéo

pseudo-objetivo é definida como na Equacéo (5.1.1.2.2).

| INiCclO |

v

| DADOS: Xr v, 1, v' |

v

MINIMIZAR (X r,,r,) COMO
| UMA FUNCAO SEM VINCULOS

v

SIM
FIM

NAO

FIGURA 5.1.1.2.2 — Algoritmo do método da fungao de penalidade interior.
FONTE: modificada de Vanderplaats (1984, p.130).
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5.1.1.3 - Método da Funcao Estendida de Penalidade Interior

Este método combina as caracteristicas dos métodos das penalidades exterior

e interior. Este método é utilizado no algoritmo NEWSUMT-A.
O método da funcao estendida de penalidade interior permite um processo de
otimizacdo que eventualmente se inicia fora da regido viavel de projeto.
Existem duas defini¢gdes para a fungao estendida de penalidade interior:

- a fungéo estendida linear de penalidade interior;

- a funcéo estendida quadratica de penalidade interior.
A funcgao estendida linear de penalidade interior apresenta derivadas segundas
descontinuas nos pontos de transi¢ao entre as regides viaveis e ndo viaveis de

projeto.

A expressao da funcao estendida linear de penalidade interior, a ser usada na

Equacéao (5.1.4), pode ser escrita como:

P(X) = >5,(X) (5.1.1.3.1)
onde:
3 ( >=ﬁ() se g(X)<¢ (a)
. (5.1.1.3.2)
_ 2.5-G,(X)
()= se g(X)) ¢ (b
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O parametro € € um numero pequeno e negativo, que marca a transigao entre a
penalidade interior dada pela expressdo (5.1.1.3.2 (a)) e a penalidade
estendida dada pela Equacao (5.1.1.3.2 (b)).

Se a sequéncia de melhoramentos do projeto viavel esta sendo produzida, é
necessario escolher ¢ de tal forma que a funcdo ¢ (X, ry’) tenha uma variacao
positiva na borda do vinculo. Recomenda-se que a escolha de ¢ seja definida

por:

IA
Y]
IA

e=—Cl ) (5.1.1.3.3)

W | —
N |~

Onde C é uma constante.

O valor inicial de r,’ é tal que, ambos os termos do lado direito da Equacéo
(5.1.4) sejam iguais, isto define o valor de C para ser utilizado na Equacao
(5.1.1.3.3) e ¢ € mantido constante durante a otimizagdo sem vinculo. Devido a
esta definicdo, ¢ pode ser utilizado também, com a fungdo de penalidade

quadratica.
A Equacdo (5.1.1.3.3) proporciona as caracteristicas desejadas para a

manutencdo do minimo da fungdo sem vinculo dentro da regido viavel. A

Figura 5.1.1.3.1, ilustra o algoritmo do método de penalidade estendida.
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| INiCIO |

v

| DADOS: X0, 1, v, 1, v, C, a |

v

—>| &« C.(r))° |

v

MINIMIZAR ®(x, r,,r,’, ¢ ) COMO
UMA FUNGAO SEM VINCULOS

NAO

| e |

‘{ Iy < y.ry |

FIGURA 5.1.1.3.1 — Algoritmo para o método da penalidade interior estendida.
FONTE: modificada de Vanderplaats (1984, p.133).

A funcgao estendida linear de penalidade estendida, € uma fung¢do continua e
apresenta a primeira derivada continua em g;(X) = €. Entretanto, a segunda
derivada nao é continua. Assim, se utilizarmos um método de segunda ordem
para uma minimizagcdo sem vinculos poderemos ter alguns problemas

numericos.
A definicdo de uma funcédo estendida de penalidade quadratica visa a

eliminagcao desse inconveniente. A expressao da fungao estendida quadratica

de penalidade interior, a ser usada na Equacéo (5.1.4), pode ser escrita como:

(5.1.1.3.4)




As equacgbes (5.1.1.3.4) podem ser muito uteis se um método de segunda
ordem ¢é utilizado para minimizagdo sem vinculo. Entretanto o prego pago para
essa continuidade de segunda ordem é que o grau de ndo linearidade da

funcao pseudo-objetivo € aumentado.

regido vidvel

FIGURA 5.1.1.3.2 — Fungao de penalidade interior estendida.
FONTE: modificada de Vanderplaats (1984, p.134).

Quando a fungdo estendida de penalidade € incorporada a um programa de

otimizagdo, temos uma gama de opg¢des e uma grande classe de problemas
sdo assim resolvidos.
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penalidade interior

_regido vidvel

P

penalidade quadritica estendida

—
—
— A

penalidade linca} estendida

regifio nio vidvel

|

€

0 &(x)

FIGURA 5.1.1.3.3 — Comparagao qualitativa entre as fun¢des de penalidade.
FONTE: modificada de Vanderplaats (1984, p. 136).
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5.1.2 — Método da Secdo Aurea

O método da secao aurea é uma técnica para estimar o maximo, ou minimo ou
zero de uma fungdo de uma variavel. Os algoritmos de otimizagdo requerem
um valor inicial, ou um conjunto de valores que definem o vetor inicial de
variaveis de projeto. Assim, iniciando por este ponto o procedimento iterativo
passo a passo modifica o projeto até obter o projeto 6timo. A forma mais

comum de procedimento iterativo é dada por:

X =X, +a'S, (5.1.2.1.)

sendo;

i — o coeficiente, ou numero de interagoes

Si — o vetor da direcéo de procura

o* - € um escalar que define o peso de quanto o vetor se movimenta na direcéao

de procura.

Uma vez que temos o vetor inicial X, a fungdo objetivo (e a fungdo pseudo-

objetivo) ficam uma fung&o do parametro a.

A Figura 5.1.2.1, mostra como o método funciona. Suponhamos que
desejamos obter o minimo da fungdao F=F(X). Consideremos ainda, que os
limites superior (Xy) e inferior (X.), sdo dados; isso significa que temos um
intervalo definido por Xy - X.. Conhecendo os limites, podemos calcular a
funcao F nestes pontos, obtendo assim Fy e F.. Considerando dois pontos X4 e
X, tais que X4 < X, € possivel determinar os valores de F(X) nestes pontos.
Assumindo que a fungao € unimodal, segue que X7 ou X, vao formar um novo
limite minimo. Neste caso F4 € maior que F,, entdo X4 forma um novo limite, e
agora um novo intervalo é considerado, ou seja, X1 e Xy. Sendo F, bem maior
que F¢ fica claro que X; ira formar um novo limite sendo, X, e Xy. Neste

exemplo, Xy forma um novo limite inferior. Consideremos um novo ponto, Xs,
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para o qual obtemos F3;. Comparando F, com F3, notamos que F3; € maior,
entdo X3 toma o lugar do limite superior Xy. Repetindo esse processo,
determinamos um intervalo tdo pequeno quanto permitido pela tolerancia

especificada.

L ‘;\

| L
X X X, X3 X

limites iniciais S{ N
primeira atualizagao
segunda atualizagéo

/7774
J{

FIGURA 5.1.2.1 — Método da sec¢ao aurea.
FONTE: modificada de Vanderplaats (1984,
p. 42).

Para determinagdo de um método para a escolha dos pontos interiores, X1, Xa,
Xs, ..., Xn, para reduzir o intervalo o mais rapidamente possivel podemos utilizar
0 seguinte processo. Apds cada escolha de X, Xy e X4, € necessario uma
funcado de avaliacdo do processo de iteragao. Observando que X; sera o novo
limite inferior, ou X, sera o novo limite superior, consideramos esses valores

simétricos com relagao ao centro do intervalo inicial, assim temos:

Xy =X, =X, = X, (5.1.2.2)
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Tomando X1 e X;, a seguinte relagéo pode ser escrita:

2

X=X, 1 (5.1.2.3)
X, - X

X, -X
X, - X,

U L U
Por exemplo, se X4 for o novo limite inferior, X, assim Xz sera o novo X; de tal
forma que a relacéo entre X; — X4 com o intervalo total Xy — X, permanecera a
mesma. Por conveniéncia, consideremos X, = 0, e Xy = 1. Os valores de X; e
X, serao, fragdes pertencentes ao intervalo de [X., Xu]. Observamos que,

X2=1 - X4, e a Equagao (5.1.2.3), pode ser escrita como:

X, = 1=2% (5.1.2.4)
1- X,

ou simplificando, podemos escrever:
X?-3X,+1=0 (5.1.2.5)
A Equacéao (5.1.2.5), tem duas raizes:

x1=3i2*/§: 038197 ou 261803 (5.1.2.6)

Ignorando a segunda raiz, pois, ndo apresenta sentido, € maior que o limite

superior adotado. Recalculando X; = 1 — X4, obteremos:

3-5
2 038197 (5.1.2.7)

X, =1-X, = 061803

X, =

Tomando a relagédo dessa solucao teremos:
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% = 161803 (5.1.2.8)

1

Esta relacdo € a denominada secdo aurea, que tem as seguintes

caracteristicas:

%:0,61803:X2 :%—1 e X, =X} (5.1.2.9)

2 1
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5.1.3 — Pacote NEWSUMT-A

Para a simulacdo do modelo descrito e a obtencdo da estrutura de peso
otimizado foi utilizado o pacote de software denominado de NEWSUMT-A,
desenvolvido por Rajive Thareja e Raphael T. Haftka, no Virginia Tech,
Blachsbug, Virginia, EUA. Este pacote utiliza a otimizagado sequencial conforme

descrita anteriormente.

O NEWSUMT-A é uma rotina escrita em subrotinas FORTRAN, para a solugao
de problemas de minimizacdo com restricbes lineares e ndo lineares. O
programa tem a capacidade de considerar aproximagdes nas restricoes, de
calcular derivadas via diferengas finitas e usar a estratégia de movimentacéo
dos limites para prevenir grandes distorgdes no procedimento de otimizagao.
Para utilizacdo deste programa, a formulagao considerada para o problema tem

a seguinte forma:
Minimizar a fungao,

W(A):Zpi'Ai'li (5.1.3.1)
sujeita as seguintes restrigdes:

restricdes quanto a frequéncia de vibracao:

g(A)=0?-w2>0  j=123..k (5.1.3.2)

restricoes laterais:
A <A <A’ (5.1.3.3)

Podemos entéo, reescrever a Equagéo (5.1.4) na seguinte forma:
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dAT) = WA+ P(g)+ D (P(A - AN +p(AY A (5.1.3.4)

sendo,
n - numero de vinculos de frequéncia

m — o numero de variaveis de projeto

O diagrama representado na Figura 5.1.3.1, representa o fluxo de dados do

programa utilizado.

PROJETO ESTRUTURAL

!

FUNGOES A SEREM OTIMIZADAS:

. FUNCOES DE OBJETIVO
- RESTRICOES DA ESTRUTURA
PROCESSO DE OTIMIZAGAO

A

PROJETO DE ESTRUTURA OTIMA

FIGURA 5.1.3.1 — Diagrama de fluxo de dados do programa de otimizagao.

Um projeto estrutural, ou variaveis de projeto, séo inicialmente fornecidos ao
programa de otimizagdo. O programa de otimizagédo trabalha com a funcéo

pseudo-objetivo, fornecendo valores para o projeto estrutural étimo.

O método utilizado € o denominado “Método da Funcdo Estendida de
Penalidade Interior”, no qual a fungédo pseudo-objetivo, ¢ (X,r,), € minimizada
com respeito a variavel de projeto, A, por uma sequéncia decrescente de

valores de r,.

A organizagao do programa utilizado é representado na Figura 5.1.3.2.
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PROGRAMA PRINCIPAL

Definigdo dos pardmetiosinidais dos
pardmetros de controle para a rotina de
otimizagdo

A4
PROGRAMA NEWSUMT

Rotinasde ofimizagdo

'—> PROGRAMA DE ANALISE

- Avalia a funggo objetivo e asrestigdes
impostas, paraum deteminado projeto

FIGURA 5.1.3.2 — Organizagao do programa utilizado.

Os parametros iniciais sao fornecidos para o programa de otimizagao que, a
cada fase, usa os valores atuais das variaveis de projeto, computando a fungéo

pseudo-obijetivo.

PROGRAMA
PRINCIPAL
PROGRAMA
OTIMIZADOR

v

PROGRAMA DE
ANALISE

Converge ?

FUNGAO OBJETIVO E
RESTRICOES

A

FIGURA 5.1.3.3 — Fluxo de dados de otimizacéo.

Os dados trabalhados sdo avaliados, em face da fungdo objetivo e das
restricbes, para as condi¢gdes otimas e realizaveis. Se existe convergéncia,
obtemos a estrutura 6tima. Se nao existe convergéncia, um novo “loop” de
otimizacdo € iniciado. O diagrama de fluxo de dados de otimizagdo é

representado na Figura 5.1.3.3.
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Como dados de entrada/parametros de entrada, serdo adotados os seguintes

valores:

E = 7,3084x10"° N/m?

p = 2768 Kg/m®

L = 100,00 m

A= 1,30 m?

h =438 Km (altura da orbita)
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CAPITULO 6
CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

6.1 — Conclusoes e Resultados Obtidos

A estrutura modelada ndo considera apéndices e esta sujeita, por consideragao

de projeto, somente ao movimento de arfagem (“pitch”).

Os torques devido ao gradiente de gravidade sdo considerados conforme
apontado no modelamento matematico da estrutura, e sdo esses 0s unicos

torques impostos ao sistema.

Este trabalho partiu de um modelo estrutural, com algumas restrigdes no que
diz respeito a sua construcdo, tipo: ndo foram considerados apéndices, foi
considerado possivel somente o movimento de “pitch”, ndo foi considerado o

efeito do arrasto aerodinamico.

O objetivo de se obter um modelo, mesmo que com uma concepgao bastante
simples, e se poder simula-lo obtendo uma estrutura de peso minimo foi

atingido.

Neste trabalho apresentamos uma visdo geral da literatura sobre otimizagéo
estrutural, que tem um grande campo de aplicagao néo so6 para a area espacial
como também para aplicacbes baseadas em Terra. A otimizagao estrutural,
dentro deste contexto, pode ser considerada multidisciplinar, visto que pode
abordar aspectos relativos a materiais, formas, recursos computacionais,

dentre outros.
O problema do autovalor e da sensibilidade, presente nos processos de

otimizacgao, foi abordado e destacado em um capitulo préprio. A importancia do

problema do autovalor neste caso é evidenciada, pois, os autovalores sao as
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freqUéncias naturais de vibracdo do sistema, cuja menor freqliéncia é a
denominada frequéncia fundamental. Isso define o vinculo do problema de

otimizagao considerado.

Notamos que grande parte da literatura € apresentada para modelos baseados
em Terra que sao utilizados para aplicagdes no espag¢o. O modelo apresentado

neste trabalho considera o ambiente de sua aplicagao.

Foi apresentada uma metodologia e foram desenvolvidas as equagbes de
movimento de uma grande estrutura espacial sujeita ao gradiente de gravidade.
As matrizes de massa e rigidez da estrutura, foram determinadas e obedecem

as leis de construcao conforme a literatura consultada.

A formulagédo Lagrangiana combinada com o método dos elementos finitos foi

utilizada para esse desenvolvimento.

O procedimento bem como o algoritmo de otimizagao foram validados, pela
comparacgao dos resultados obtidos pelo Prof. Dr. ljar Milagre da Fonseca, para
o modelamento de uma outra estrutura espacial de grandes dimensdes,
estrutura esta com outras caracteristicas dimensionais, a saber: comprimento
250,88 m e area da secéao transversal inicial de 3,24E-3 m?. Para este modelo
em questdo a estrutura é considerada “free-free”. O algoritmo de otimizagéo,
respeitando as suas consideragdes, conduziu aos mesmos resultados
anteriormente obtidos. A partir dai foram feitas as devidas consideragdes sobre
o0 modelo e as dimensdes da estrutura objeto do presente trabalho, cujos

valores adotados encontram-se listados na sequéncia.

A grande diferenga no algoritmo de otimizagdo, com relagdo ao inicial é a
eliminagcdo do grau de liberdade relativo a translagdo na sec¢ao transversal
central da estrutura, uma vez que para o modelamento foi considerado que a

estrutura esta vinculada a sua orbita.
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A validacdo do modelo, de fato, é obtida por um teste em laboratorio.
Entretanto, é importante ressaltar que para grandes estruturas flexiveis face ao
efeito da gravidade, testes em laboratérios baseados em Terra podem nao

conduzir a validagao dos resultados para ambientes espaciais.

Como dados de entrada/parametros de entrada, foram adotados os seguintes
valores:

E = 7,3084x10" N/m?

p = 2768 Kg/m®

L =100,00 m

Ai=1,30 m?

h =438 Km (altura da orbita)

O programa foi simulado em um microcomputador PC pentium®ll — 750Mhz,
com sistema operacional Windows NT 4.0, o que permitiu a obtengao do tempo

de processamento.

Neste ponto € interessante observar que, de acordo com o modelo
considerado, conforme Figura 4.1.1 (considerando a estrutura em regime de
sua orbita, ou seja, com a manutencéo das especificagdes nominais de atitude,
sem nenhuma grande manobra, com seu eixo de menor momento de inércia
alinhado com a vertical local - admitindo-se pequenos angulos de “pitch”), a
eliminagao do grau de liberdade, vinculando a estrutura a uma 6rbita, ndo afeta

a atitude da mesma.

A estrutura, que em sua configuragdo inicial pode ser representada como na

Figura 6.1.1, apresenta um perfil ndo otimizado e de sec¢ao constante
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100m

A
A 4

A=1,3m?
FIGURA 6.1.1 — Estrutura na configuracgéo inicial — sem otimizacgéo.
Massa total da estrutura, ndo otimizada: 359840,00 Kg.
Na configuragdo inicial a estrutura € considerada de secado tubular constante
com area de 1,30m?. Os limites permitidos a variacdo da area durante o

procedimento de otimizagdo sdo: limite inferior 1,10m? e limite superior de
1,30m>,

50m

/

A=1,2878m2 A=1,2852m?2

! A=1,0940m?
/ A=1,0828m? A=1,0687m=

Eixo de simetria A=1,0772m?2

FIGURA 6.1.2 — Resultado da estrutura otimizada com vinte elementos.

Massa total da estrutura otimizada: 359701,60 Kg.
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O programa de otimizagao, conforme ja abordado no capitulo 5, ira procurar o
peso/massa estrutural 6timo considerando os respectivos elementos. Assim,
serdo obtidas sec¢des transversais para cada um dos elementos, que uma vez

compostos definirdo a configuracgao final da estrutura otimizada.

O resultado obtido no conduz a uma estrutura escalonada em funcéo da secéao
transversal de cada elemento considerado, ou seja, a segéo transversal diminui
em direcado as extremidades da estrutura. Essa variagdo, em degraus,
conforme ilustrado na figura anterior é devida aos elementos considerados para

a simulagéo.

Cada elemento é otimizado com relagédo a sua contribuicdo na massa/peso da
estrutura como um todo (a contribuicdo de cada elemento € minimizada),

considerando o vinculo na frequéncia fundamental de vibragao do sistema.

A economia, ou redugdo, na massa/peso estrutural otimizada é da ordem de
0,038% de massal/peso, que corresponde a um alivio de massa de 138,40 Kg,
que ndo deixa de ser significativo para uma estrutura de aplicagao espacial,
visto que, cada elemento da estrutura sera levado a sua 6rbita por um veiculo

lancador.

A estrutura modelada, apresenta uma rigidez bastante elevada (sua frequéncia
fundamental de vibragdo € da ordem de 2,55040 rad/seg — 0,406 Hz), a
imposigdo de um vinculo maior que essa frequéncia, forca a agdo do programa
de otimizagéao, visto que a massa/peso estrutural ndo pode diminuir além dos
limites impostos a frequéncia natural da estrutura. Em fato, fazendo a restricéo
na frequéncia fundamental de vibragdo, estamos impondo uma restricdo na
rigidez da estrutura, tornado-a mais rigida. Assim, a redu¢cdo de massa/peso

estrutural pode nao ser tao expressiva.
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Uma acao de controle, que nao faz parte deste estudo, pode conduzir a uma
estrutura com uma rigidez menor, obtendo uma redugdo mais expressiva na

massa/peso estrutural.

Para aplicagbes espaciais, assim como para aplicagcbes baseadas em Terra,
uma estrutura com perfil escalonado de segdes transversais conforme obtido,
pode ser perfeitamente concebido desde que, fatores como concentragdes de

tensdes sejam devidamente considerados.

Foram simuladas estruturas discretizadas com diferentes numeros de

elementos, que conduziram aos resultados conforme ilustrados a seguir.

Eixo de simetria

/ | A=1,0851m?

A=1,2916m?2
FIGURA 6.1.3 — Resultado da estrutura otimizada com quatro elementos.

Massa total da estrutura otimizada: 359148,00 Kg.
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Eixo de simetria

/ | A=1,0960m2

A=1,2855m? A=1,0701m?2

FIGURA 6.1.4 — Resultado da estrutura otimizada com oito elementos.

Massa total da estrutura otimizada: 359494,00 Kg.

| 50m

|
I
|
I
>
|
|
[
[
1
]
i
|
|
|

/;=1,0911rn2/'/

A=1,2859m? A=1,0705m?

Eixo de simetria

FIGURA 6.1.5 — Resultado da estrutura otimizada com dez elementos.

Massa total da estrutura otimizada: 359563,20 Kg.
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50m 1
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FIGURA 6.1.6 — Resultado da estrutura otimizada com doze elementos.

Massa total da estrutura otimizada: 359609,33 Kg.
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FIGURA 6.1.7 — Resultado da estrutura otimizada com dezesseis elementos.

Massa total da estrutura otimizada: 359667,00 Kg.
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FIGURA 6.1.8 — Resultado da estrutura otimizada com dezoito elementos.

Massa total da estrutura otimizada: 359686,22 Kg.

Observa-se que a estrutura mantém a simetria, e que existe uma diminui¢cao da

secao transversal na diregao das extremidades da mesma.
Nota-se que o perfil da estrutura mantém uma certa uniformidade, mas né&o
mantém a mesma forma com a variacio do numero de elementos

considerados.

A Figura 6.1.9, ilustra este fato.
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FIGURA 6.1.9 — Variagao das se¢des com relagdo ao comprimento da

estrutura.

A variacdo na forma final, bem como a variacdo na redugdo da massa/peso
estrutural obtida é atribuida ao processo de discretizagdo. A discretizagdo com
vinte elementos reproduz melhor a estrutura, ou seja, estd mais proxima da

estrutura considerada como um continuo.

As discretizacdes com menor numero de elementos sdo menos refinados no
que se refere a representagcao da estrutura. Esta € uma carateristica do método

de elementos finitos, a discretizagao afeta o processo de otimizagao.
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A geragdo da malha de elementos finitos, ou neste caso, a determinagdo do
numero de elementos ainda é uma area em que muitos estudos estdo sendo
realizados e constitui um desafio aos projetista que se utilizam desta
metodologia. Este estudo exige um comprometimento entre tempo de
processamento e da acuracidade dos resultados obtidos. Kodiyalam et al.,
1991, apresenta um estudo para a geragado de uma malha de elementos finitos

com um aplicativo dedicado de CAE (Computer Aided Engineering).

Nota-se, no entanto, que a estrutura tende a um perfil com maior rigidez devido

ao vinculo escolhido, conforme ja abordado.
Com relagao ao comportamento da variagao da massa (peso) da estrutura com

relagdo ao numero de elementos considerados a simulagcédo, podemos tragar o

grafico da Figura 6.1.10.

massa da estrutura x nUmero de elementos

f‘

== massa otimizada
massa inicial

massa da estrutura

T T T T T T
4 8 10 12 16 18 20

numero de elementos

FIGURA 6.1.10 — Grafico da variacao de massa da estrutura.

Nota-se pelo comportamento da estrutura otimizada que sua massa otimizada
sempre ocupa um valor menor que a massa inicial da estrutura proposta. Isso
nao é suficiente para podermos afirmar que a massa/peso estrutural tende a
um valor abaixo do inicial. Podemos observar que os valores otimizados sao

menores que o inicial.
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A partir de dezoito elementos a variagdo da massa torna-se mais branda em
relagdo a variacdo do numero de elementos considerados no modelamento.
Isso se deve ao fato de que o refinamento do modelo, o maior numero de
elementos considerados para o calculo, faz com que a estrutura apresentada

seja a mais proxima de uma estrutura continua.

A literatura mostra que a partir de um determinado numero de elementos, e a
partir dai dentro de um intervalo de valores, a variagcao dos resultados passa a
nao ser significativa, mas o tempo de processamento aumenta. Além desse
intervalo, os resultados sdo comprometidos e ndo devem ser considerados,
pois, deixam de refletir o comportamento da estrutura analisada. A literatura
também, ainda n&o atribui uma metodologia universal para obtencao de quais
sdo os valores iniciais e o intervalo no qual os valores otimizados representam

a estrutura mais proxima da real.

Fato € que, o modelamento com vinte elementos conforme equacionado,
fornece um resultado de massa/peso estrutural menor que o obtido para a
estrutura inicial (sem otimizagdo). Nota-se que a variagdo entre dezoito
elementos e vinte elementos é bastante pequena, o que esta conforme com a
literatura. O estudo relativo a qual o numero de elementos a ser considerado,
poderia ser objeto de continuagcdo deste trabalho e/ou de um estudo mais

detalhado sobre o método de elementos finitos.

Por ser um algoritmo de computador, o tempo de processamento é bastante
importante, visto também ser maior quanto maior for o numero de elementos
considerados na discretizagdo. As carateristicas de convergéncia do método,

também, influenciam aumentando o tempo de processamento.

Neste trabalho, foi possivel obter o tempo de processamento para algumas

simulagdes, conforme representado na Figura 6.1.11.
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Nota-se que o tempo de processamento aumenta com o aumento do numero

de elementos considerados na analise, porém esse aumento nio € linear.

Uma certa variagéo, obtida para a simulagdo com dez elementos, € devida ao
fato de que o tempo de processamento inclui o tempo gasto na geragao de
arquivos de saida, arquivos com informacdes sobre a analise. Neste ponto,

foram solicitadas informag¢des que nao foram solicitadas nas outras simulagoes.

Observa-se em outras simulagdes, conforme em Fonseca, 1998, que o tempo
de processamento tem variacdo exponencial com relacdo ao numero de
elementos considerados, sob as mesmas condigbes de arquivos de saida e

critérios de convergéncia.

164,6467438

3,32667923

tempo de processamento

FIGURA 6.1.11 — Tempo de processamento.

137



6.2 — Perspectivas Futuras

A otimizacdo da estrutura se mostrou eficiente, foi possivel obter uma estrutura
de peso otimizado, para uma montagem espacial esse fator torna-se de
fundamental importancia, visto que toda a estrutura seria levada até sua 6rbita,

em partes, por um veiculo langador.

A metodologia adotada para o modelamento matematico da estrutura permite
que os mesmos conceitos apresentados neste trabalho sejam utilizados para
outros tipos de estruturas, tais como: porticos, bragos robdticos,
manipuladores, estruturas com apéndices, etc., que podem ou nao serem
baseados em Terra. O método de otimizagdo sequencial, da mesma forma,

pode ser utilizado.

Como perspectivas futuras, podemos citar:

1) a inclusdo de caracteristicas de controle para parametros de atitude da
estrutura, obtendo assim uma formulagdo para a otimizagéo integrada

de estrutura e controle;

2) a possibilidade de consideragao de tridimensionalidade no modelo, ou
seja, poderiamos considerar ainda os movimentos de rolamento (“roll”) e
de guinada (“yaw”). O modelo estaria mais proximo de um modelo real,

mesmo mantendo a consideragao de o6rbita plana e circular;
3) considerar a 6rbita nao circular e os efeitos da nao esfericidade da Terra,
com finalidade de obter a estrutura de peso/massa minima,

considerando somente o movimento de arfagem (“pitch”);

4) considerar 3, com os dois movimentos conforme em 2;
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5) desenvolver um modelo de estrutura baseada em Terra, com minimo
peso para atuar em projetos mecatrénicos, onde s&o, via de regra,
necessarios grande precisdo de posicionamento e grandes velocidades

de movimentagao;
6) desenvolver um modelo, espacial, com a tridimensionalidade citada em
2, considerando apéndices, tais como: bracos robdticos; painéis solares

e antenas;

7) modelar a estrutura em aplicativo de CAE, desenvolvendo rotinas de

otimizagao de peso/massa estrutural,
8) obter um modelo fisico e, com a alocagao de sensores, fazer aquisicao
de dados que podem ajudar na convergéncia do processo de

otimizacgao;

9) incluir no modelo a presenca do arrasto, radiagdo solar, flexao por

efeitos térmicos e torques magnéticos;

10)a inclusao de outros tipos de vinculos.

Como contribuicdo deste trabalho, podemos citar:

1) desenvolvimento de um modelo matematico considerando o

acoplamento do movimento de “pitch” e a flexibilidade da estrutura;
2) desenvolvimento de um modelo matematico que permite a incorporagao

de caracteristicas de controle, podendo vir a se obter uma otimizacao

integrada de estrutura e controle;
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3) esse modelo pode ser aplicado para modelos baseados em Terra, feitas

as devidas consideracoes;

4) o modelo é aberto e podem ser incluidos outros graus de liberdade no

sistema;

5) respeitadas as modificacbes, a metodologia pode ser aplicada para

modelos baseados em Terra.
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