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RESUMO

Neste trabalho pretende-se dar uma visdo superficial das principais técnicas de
modelagem e controle amostrados, isto €, sistemas dindmicos continuos no tempo que
sdo controlados por sistemas digitais onde, introdutoriamente, apenas sua caracteristica
discreta foi abordada apesar de serem fornecidas nog¢des de sistemas digitais completos.
Sdo tratadas importantes técnicas da transformada Z, “lifting” continuo e fung¢des de

Liapunov discretas.






DISCRETE-TIME MODELING AND SIMULATION OF CONTINUOUS-TIME
DYNAMICAL SYSTEMS

ABSTRACT

In this work our intent is to give an overview about the main techniques of sampling
control and modeling, that is, continuous-time dynamical systems controlled by digital
systems where, introductorily, only its discrete characteristic was approached despite be
given notions about complete digital systems. There are treated important techniques

like Z-Transform, Continuous Lifting and Discrete-Time Liapunov Functions.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Até antes de 1947 eram usados computadores analdgicos que faziam uso de algoritmos
I6gicos iterativos que necessitavam de grandes e pesados equipamentos dotados de
grandes circuitos elétricos com valvulas para executa-los, o que implicava um enorme
consumo de energia elétrica. Isso era definitivamente inviavel para a aplicacdo da
computacao em sistemas aeroespaciais, onde qualquer aumento de massa ou de consumo
de energia era extremamente significativo. Por esse motivo foi s6 apds o desenvolvimento
do transistor, em dezembro de 1947, e, principalmente, dos microprocessadores, em julho
de 1958, que o emprego da computacéo digital na tecnologia aeroespacial tornou-se tao

comum e importante.

Mesmo assim, resolvidos os problemas de minimizar o custo nos langamentos de satélites
artificiais, ou dnibus espaciais, etc., reduzindo a massa desses objetos com a utilizagdo da
computacgao digital, nos deparamos com outra série de problemas técnicos a resolver. Tais
problemas sao caracteristicas imanentes a tecnologia digital, conforme veremos mais

adiante neste trabalho.

Um sistema digital é caracterizado por: amostragem no tempo, atrasos em entradas/saidas
e processamento, e a quantizagdo em amplitude. Da amostragem no tempo surgem os
seguintes problemas: mascaramento (“aliasing”) e oscilagbes escondidas (“hidden
oscillations”). Entendamos o problema da seguinte maneira: dizer que um dado sistema é
discreto no tempo significa dizer que todas as variaveis utilizadas nesse sistema sao
atualizadas em instantes periédicos de tempo bem definidos cujo intervalo de tempo é

denominado “periodo de amostragem” T. Analogamente, a frequéncia ou taxa de

amostragem ws € dada por 27r/T . Uma entidade ficticia porém extremamente importante

no mundo digital é a frequéncia de Nyquist @, =@, /2. Seja um sistema com uma largura

de faixa finita omsx. Havera o mascaramento (mutilagdo ou distor¢do) na reconstrugédo (ou

recuperacgdo) do sinal a partir de suas amostras se w, <w (ou w; <2.0 Isso

madx max )

ocorrera pois no dominio da freqliéncia ndo havera espaco suficiente para dispor

comodamente as repeticbes da largura de faixa finita provocadas pela amostragem. Para

que isso ndo ocorra & necessario que @y > o (ou wg >2.w,, ) que & o conhecido

max
teorema de Nyquist (1928) como podemos ver na Figura 4.4. As oscilagdes escondidas

também ocorrem se w, <o, (0u oy <2.w,,. ) pois haverdo freqiiéncias do espectro do

sinal de entrada que nao serao vistas pelo amostrador.



Sinal de entrada (largura de faixa: ®psy)

Amplitude /

FIGURA 1.1 - Amostragem de um sinal.

Conforme pode-se notar na Figura 1.1, nos nodos tem-se valor nulo de amostragem, nos
picos tem-se valor maximo e nos vales, valor minimo, mostrando os principais elementos
relativos a informagado de entrada (picos, vales e nodos), por meio dos quais & possivel

reconstruir o sinal tendo apenas suas amostras.

O mais interessante desses fendmenos do mascaramento e das oscilagdes ocultas é que
eles podem ser umas das causas de instabilidade em sistemas digitais, como mostra este
trabalho. Neste trabalho também é sugerido um método de analise que tem apresentado

bons resultados para a compreensao do problema e de sua solugao.

No dominio da freqiiéncia teriamos, pela transformada de Fourier F(®) do sinal de entrada

f(t) seu espectro de freqiéncia tal como podemos conferir na Figura 1.2.

F(w)

—Omax +®max )

FIGURA 1.2 - Espectro normalizado de Fourier de um sinal de entrada com largura de banda finita.

Quando temos uma amostragem do sinal, sua transformada de Fourier tomara a forma da

Figura 1.3 (se o sinal de amostragem puder ser modelado num trem de pulsos). Como se

14



vé na Figura 1.3, ws deve ser no minimo igual a 2mmax para ndo haver mutilagdo do sinal

(OU Wg > 2(Dméx).

F(w)

1.

FIGURA 1.3 - Sinal amostrado no dominio da freqiiéncia.

~Mmax

(DS>2 Omax

Os atrasos em entradas/saidas s&o gerados nos conversores A/D e D/A, respectivamente,
e os atrasos de processamento sdo causados pelo tempo de processamento que é
pertinente a um programa de computador responsavel pela politica de controle. Em suma,
pode-se dizer que os atrasos em entradas/saidas e processamento geram defasagens
negativas e a instabilidade pode ocorrer para modos de freqiiéncias elevadas. Conforme
pode-se verificar no Apéndice A deste trabalho, um filtro Butterworth usado como filtro
“anti-aliasing” gera atrasos de resposta que devem se somar aos demais atrasos
mencionados. Também ha o problema do controle digital com incerteza nos parametros da
planta como elemento instabilizador, o qual estda documentado em Katz (1975). Tais
nuancgas da teoria de controle digital ndo serdo abordadas neste trabalho o qual tem por
objetivo investigar os problemas inerentes a discretizagao no tempo o mais profundamente

quanto o tempo disponivel para a conclusao desse trabalho permitiu.

A quantizagdo em amplitude de constantes e variaveis em 2" niveis de quantizacdo de
palavras digitais (“digital words”) com n bits gera o chamado erro de quantizacdo que se
interpreta como a mutilagdo das amplitudes das amostras devido aos ajustes das

amplitudes das amostras aos niveis de quantizagao.

Isto € reduzido pelo crescimento do n, mas isto eleva o tempo de processamento,

demandando microprocessadores, conversores A/D e D/A mais rapidos e caros, etc.
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O processo de discretizagao pode ser muito facilmente analisado por diagrama de blocos
como podemos ver a seguir:

Seja o sistema analdgico da Figura 1.4.

Ris) ¥ E U(s) Y

FIGURA 1.4 - Representagéo analogica em malha-fechada.

A representacgdo equivalente no dominio digital sera a da Figura 1.5.

Microcomputador

R(s) E(s) Y(s)
—)Q—) AD —>D@) > DA 3 G (s) —>
) 5 EG) u(s)

__________________________

FIGURA 1.5 - Equivaléncia digital da Figura 4.

As préximas Figuras serao simplificadas, para facilitar.
Uma simples manipulagdo dos blocos é necessaria para se obter o equivalente discreto

Ghn(z) da planta analégica G(s) mostrado na Figura 1.6.

— D(z) DIA —>|G(s) —>»{ AD
AD _?Q_) IVl e M 7%

16



FIGURA 1.6 - Sistema digital manipulado.

Notemos que Gpn(z) é o equivalente discreto por segurador (“Hold”) de ordem enésima da
planta analdgica.

O conversor A/D pode ser representado pela seguinte configuragao generalizada da Figura
1.7.

Amostrador

ideal

FIGURA 1.7 - A/D generalizado.

O principio de funcionamento & deveras simples: um sinal analégico (continuo no tempo e
na amplitude) é amostrado de T em T segundos (periodicamente). Podemos dizer que a
partir dai o sinal é de tempo discreto. Os valores destas amostras s&o “segurados” por um
segurador (“Hold”); que teoricamente pode ter qualquer ordem durante T segundos. Apdos
isso, o sinal passa por um quantizador que se responsabiliza por ajustar tais sinais de
amplitude analdgica a certos niveis de amplitude muito bem definidas. Estes sinais
ajustados em amplitude ou quantizados serdo finalmente convertidos em codigos binarios
pelo codificador que serdo interpretados por um algoritmo digital ou programa de

computador o qual gerara saidas digitais.

O conversor D/A possui um funcionamento complementar ao do A/D como podemos

verificar na Figura 1.8.

1
— i Decodificador _y:_ / |y N-Order |
i Ts 171 Hold
Amostrador
ideal

FIGURA 1.8 - D/A generalizado.
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O decodificador interpreta coédigos binarios em amplitudes quantizadas. Tais sinais da
saida do D/A serao os sinais de controle.
Uma simplificacdo com segurador de ordem zero (“Zero-Order Hold”) e sistema discreto

esta na Figura 1.9.

L Gho(2) O
R(z) I':_H_”: iz ' G
D} —"—{ L e P L
+ “ldeal” Zero-Order “ldeal” Zero-Order
B sampler Hold Iiampler Hold |
D/A model "~ A/D model ~!

FIGURA 1.9 - Simplificagdo do modelo digital generalizado.

Aqui fazem-se duas simplificagdes. Numa delas retira-se a quantizacdo e a
codificagao/decodificagao do sistema. Isso é feito com o objetivo de analisar unicamente os
efeitos dos sinais discretos no tempo. Na outra simplificacdo o segurador de ordem-N (“N-
Order Hold”) é transformado num Zero-Order Hold, isto é, um “segurador’ de ordem zero.
Esta é a equivaléncia “Hold” de forma mais simples e foi escolhida para descrever o
modelo do segurador neste trabalho.

Da Figura 1.9 construimos finalmente a Figura 1.10.

R Y
(z) * D@ [yl Gro@) (Z))

FIGURA 1.10 - Equivalente discreto do sistema analdgico.

Na Figura 1.10 temos a politica de controle D(z) que corresponde ao algoritmo de controle

do sistema e o equivalente discreto Zero-Order Hold da planta Gyo(2).
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1.1 Vantagens e Desvantagens do Uso de Sistemas de Controle Digitais em Comparacao

com Sistemas de Controle Analégicos

a. Vantagens:

Sensibilidade apurada : permite usar sinais de baixa energia em sensores. Sinais

digitais sdo mais imunes a ruidos.

Transdutores digitais : entenda transdutor como um dispositivo que transforma um

tipo de energia em outra (p. Ex.: tacémetro). A vantagem é que transdutores digitais
sdo relativamente imunes as distorcbes causadas por ruidos e ndo-lineariedades e sao

bem mais preciosos que os transdutores analdgicos.

Sinais _codificados digitalmente : permitem projetos e desenvolvimentos de

sofisticados/complexos sistemas de controle devido a habilidade de um sistema de
controle digital poder armazenar amostras no tempo durante o processamento de
algoritmos complicados e de transmitir informacdo em tempo discreto com elevada

precisao.

Pojeto(Design) : acdes de controle elaboradas digitalmente por meio de algortimos

computacionais nao sao fontes adicionais de ruido ao passo que seus equivalentes

analégicos (capacitores, indutores, resistores) sao fontes geradoras de ruido.

Telemetria : faz uso de multiplexagdo para usar uma uUnica linha de comunicacao
para transmitir diversos sinais de controle para diversos atuadoresespalhados por uma

planta de grandes dimensdes.

Semicondutores : dispositivos que permitem grande capacidade de operagdes a um

baixo custo , baixo consumo de energia e com uma pequena massa necessaria.

Reprogramacédo: uma vez elaborado o projeto de controle havendo necessidade
posterior de se modificar alguma especificagdo de controle basta alterar o software de
controle (ma grande maioria dos casos) sem ter que alterar a posi¢gao dos atuadores e
sensores. No caso analdgico isso ndo seria possivel, havendo a necessidade de se

substituir grandes compoenetes de hardware.

b. Desvantagens :

Aliasing(mascaramento ou falseamento): este fendémeno trata-se de uma distorcéo

dos sinais analdgicos lidos pelos sensores, convertidos digitalmente e entregues ao
19



controlador digital que os interpretara de uma forma n&o conveniente, podendo vir até a
instabilizar o sistema de controle digital em malha fechada. Ocorrera sempre que o
teorema de Nyquist for violado. Lembrando : (Teorema de Harry Nyquist): “Para que nao
hajam aliasings é preciso que a frequéncia de Nyquist .wn seja maior ou igual a maxima
componente espectral de frequéncia da planta .wmax”. Lembre-se sempre que a
frequéncia de Nyquist € a metade da frequéncia de amostragem. Assim sendo, podemos
escrever de forma equivalente o Teorema de Nyquist: “para que nao hajam aliasings é
preciso que a frequéncia de amostragem ws seja no minimo igual ao dobro da maxima

componente espectral de frequéncia da planta .wmax”.

Hidden Oscillations(Oscilacbes ocultas): este fendmeno ocorre quando a maxima

componente espectral de frequéncia da planta .wmax é maior que a frequéncia de
amostragem ws. Havera uma certa porgédo de frequéncias da planta que os sensores nao
informardo ao controlador o que pode gerar instabilidade em alguns casos visto que o
controlador pode realimentar positivamente alguma componente espectral da planta que

nao é visto pelos sensores (modo de vibragdo) e instabilizar o sistema de controle digital.

Quantizacdo: devido ao processo de quantizagcdo (amostragem em amplitude)os
conversores A/D fazem aproximagdes dos sinais analdgicos provenientes dos sensores a
certos niveis (niveis de quantizagao) muito bem estabelecidos. As diferengas entre os
sinais aproximados e os reais da o ruido de quantizacdo que interfere na resposta do
controlador. Além disso aumentar o numero de niveis de quantizagéo arbitrariamente nao
seria uma solugdo economicamente viavel, pois encareceria absurdamente os conversores

A/D e D/A ou entao os tronaria ndo-comercializaveis (de uso exclusvo das forgas armadas).

OBS: A informacao analogica perdida devido aos fenbémenos da Aliasing , Hidden
Oscillationse quantizacdo jamais sera recuperada. Nao confundir com o que é feito no
campo de processamento digital de sinais em que a entrada ja € um sinal amostrado no

tempo nesse caso nao ha os fendmeos das Aliasings nem Hidden Oscilations.
Delays : atrasos gerados em entradas , processamento e saidas.

Projetos : andlise matematica de sistemas de controle digitais & algumas vezes

mais tediosa, em comapragao como 0s casos analdgicos.

Estabilidade : converter um sistema analégico num sistema a tempo disreto sem

mudar os parametros de controle degrada a margem de estabilidade.

Palavras de comprimento finito : computadores digitas precisam fazer truncamentos

numérios e dependendo da precisao pode se tornar mais ou menos evidente um ruido em

20



regime permanente resultado de um “ciclo-limite” do sistema de ontrole digital em malha-

fechada.

ey | =)

digital
controller

digital

el
T

~~. original
analog J
controller ¥~ original
analog
controller G oA

FIGURA 1.11 - interferéncia causada por palavras de diferentes comprimentos.

FONTE: Katz, 1981.
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CAPITULO2 RELACAO ENTRE A TRANSFORMADA DE LAPLACE E A

TRANSFORMADA Z

Seja o sinal f(t) (analogico) e o seu correspondente sinal fr (t) (discreto no tempo) tal como

mostrado na Figura 2.1.

A
\/f(t)\/\
t
|
f fr(t) P
11T t
>

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T 9T ..

FIGURA 2. 1- Discretizagdo no tempo de um sinal analogico.
A fungao fr(t) consiste na soma de todas as amostras impulsivas tal como mostrado abaixo:

£ t)= ki fkT).5(t —k.T) 2.1

0

Vamos aplicar a transformada de Laplace em (2.1), mas antes recordemos que a

transformada de Laplace do delta de Dirac ¢ dado por,
Lo —kT)} = [eo(t - kT)dt = ™ (2.2)
0

Assim,
Lif, () = L{i f(kT)5( - k.T)} (2.3)

k=0

22



fkT).L{5(t—k.T)} (2.4)

M

Lif; ()=

T
(=}

f(kT)e™" (2.5)

s

Lif: ()=

b
I

0

Fazendo um simples ajuste de notacdo, chamando z=e™ e fi = f(k.T) teremos a

transformada Z:
Z{0)=3 12" 2.6)

Essa equagdo z=e"" estabelece um “perfeito” mapeamento biunivoco entre o espaco das
funcdes continuas e o espago das fungdes discretas. E o mapeamento exponencial mostrado
na figura 2.2 na pratica nunca ¢ realizado por limitacdes das técnicas digitais e que por causa

disso ¢ realizado por meio de aproximagdes, como veremos na proxima se¢ao.

Im{z
Plano s ) &2
0]

Regido
assintoticanlente
estavel

Regido
assintoticamente estavel

FIGURA 2. 2- 0 Mapeamento Exponencial.
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CAPITULO3 EXTRAPOLADORES NUMERICOS: APROXIMACOES

ANALOGICO-DISCRETAS

31 Introducio.

Analisaremos a seguir as aproximacoes “backward”, Tustin, “step invariance”, a “nova-regra
1” (Souza-Tredinnick, 1999), “nova-regra 2” (Souza-Tredinnick, 2001), método da fungao

de Liapunov discreta, espago de fungdes e EDOs descontinuas (Filippov).

Computador digital (Controlador)

perturbagdes
V()

(t) e ST . u) v 0]
A/D § s o | Software (lei [ D/A Atuadorja | Planta
—— ‘—»:;\» X .,:’ de Controle) |mmmmlpy ) = —)
A (Acionadores)

A
Clock
Ruidos
w(t)
v
—— AD | Sensores »

(Transdutores)

FIGURA 3. 1- Diagrama de blocos de um sistema com controle amostrado (controle digital e

planta analogica.

Serdo desconsideradas as aproximagdes “Forward” e SKG (Shneider-Kaneshige-Groutage).
Isso porque a primeira se mostra irrealizavel na pratica (Katz, 1981) por se apresentar nao
causal e a segunda gera um arranjo numericamente instavel para uma acdo de controle

derivativo (Tredinnick, 1999).
3.2  Aproximacao “Backward”.

Tendo como base a Figura 3.1, dado um sinal de entrada ex (que no consecutivo instante
passado, foi ey.;) determine a saida (sua integral) ug. Este método ¢ também conhecido como
método de Euler. Matematicamente isso ¢ expresso pela seguinte equacdo a diferengas

finitas (equivalente discreto de uma equagao diferencial) conforme mostra a Figura 3.2.
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FIGURA 3. 2- Integrador “Backward” no dominio do tempo.

Vu,
e, = 3.1
e= (3.1
Vuk == Z/lk _uk_l (3.2)

Agora faremos uso do que aprendemos a respeito da transformada-Z de xx.; por (2.6)

calculando a transformada-Z da equacao acima:

T,.E(z)=U(z)-z".U(2)

(3.3)

T =
Portanto, a equivaléncia entre o plano-s ¢ o plano-z da Figura 3.3 ¢ dada por:

E(Gs)_  _E(@)_z-1 (3.5)

Us)  U(z) Tyz
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Regido

assintot.
j® estavel
A
Regido >
assintot,
estavel
plano-s

FIGURA 3. 3- Mapeamento do plano s para o plano z pela aproximacao “Backward”.

Exemplo 1: mapeamento “Backward” atuando como integrador, conforme mostrado na

Figura 3.4.
E(s U(s) E(z U(z
© [ 1 R N
5 “Backward” 1-z

FIGURA 3. 4- Mapeamento “Backward” atuando como integrador em z.

e T 56
E(z) 1-z"
U(z)-z'U(z) = T, .E(2) 3.7)
Aplicando a transformacao inversa teremos:
u, —u, , =Ts.e, (3.8)
we =y + T8 (3.9)

A representacdo grafica da equacao (3.9) esta na Figura 3.5.
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FIGURA 3. 5- Equivaléncia “Backward” atuando como integrador em k.Ts.

<

TS‘

3.3  Aproximacao Tustin.

Aproximagdo “Tustin”, bilinear ou trapezoidal ¢ um método melhor que o “backward” por
descrever um mapeamento mais fiel, isto €, mapear toda a regido assintoticamente estavel do
plano s (semiplano esquerdo) para o interior do circulo unitario do plano z. Este método de
integracdo utiliza a entrada e a saida passadas e a entrada presente para construir a saida
presente, tal como podemos verificar na equacao (3.10).

A regra de Tustin pode ser retirada de uma equagdo a diferencas finitas de Adams-Moulton

de segunda ordem e pode ser escrita como segue:

2
e, =—Vu, —e, =F.(uk -u, \)—e,, (3.10)
2 2
€, :T—S.Mk —T—S.Mk_l — € (311)

Aplicando a transformada-Z vem:

E(z)+z" E(z) = Ti.(U(z) ~zU(2)) (3.12)

N

@—SNE(Z)—E z—1
UGs)  U(z) T z+1

N

(3.13)
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FIGURA 3. 6- Integrador “Tustin” no dominio do tempo.

Regiao
assintot.

estavel

Im
jo©
A
Regido *> III]I::>
assintot.
estavel
plano-s plaﬂo-z

-05

FIGURA 3. 7- Mapeamento entre os planos s e z pelo integrador “Tustin”.

Exemplo 2: equivaléncia “Tustin” atuando como integrador (Figura 3.8).

E(s) U(s)

E(z)

1
—> - >
S

Tustin

>

U(z)

FIGURA 3. 8- Diagrama em blocos basico do integrador por “Tustin”.

Uiz) Ty z+1 _ T 1+z™
E(z) 2 z-1 21-z"

T
U(z)-z"U(z) = 75.(E(z) 127 E(2))
Aplicando uma transformagao inversa vem:
U —Upy = 7S'(ek Te )
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(3.14)

(3.15)

(3.16)




T
u, =u, , +?S.(ek +ek_l) (3.17)

e +e ) )
Notemos que 7. S.%é a area de um trapézio de altura Ts e bases ex ¢ ek (Figura
3.9).
[

)

)

)

! :

[SPE | dooo D !
)

I )

! !

v

(k-2).Ts (k-1).Ts kTs
}THS

FIGURA 3. 9- “Tustin” como integrador.

Ts
<>

34 Aproximacao “Zero-Order Hold” (“Step Invariance Method”).

A aproximacdo pelo segurador de ordem zero ou “zero-order hold” (ZOH) ¢ também
conhecida como aproximagdo pelo método “Step Invariance”. Matematicamente a

discretizacdo de uma fungdo de transferéncia analdgica G(s) por tal método ¢ dada por,

QMAA=ﬁ—fﬂz%ﬂ{§§4hH} (3.18)

s
Onde Z corresponde a transformada-Z, L' corresponde 4 transformada inversa de Laplace (a

qual estd focada em t=k.T; sendo T o periodo de amostragem), e z ¢ a variavel complexa

z=e "
35 Aproximac¢io nova-regra 1 (Tredinnick-Souza, 1999 e 2002).

As limitagdes dos métodos classicos no que se refere a preservagdo da estabilidade na
presenca de ganhos de controle elevados e de altos valores em periodos de amostragem
levaram ao desenvolvimento de um método de mapeamento alternativo que chamamos de

“nova-regra 1” o qual ¢ descrito pela seguinte equacao a diferengas-finitas:

Q:%vw—;QJ (3.19)
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Aplicando a transformada Z em (3.19) teremos,

222l gcea (3.20)
T z+¢

S ~

a qual desloca um poélo de z = -1 da regra de Tustin para z' = -§, 0 < § < 1. Isto evita ou
retarda a instabilidade em sistemas amostrados em malha-fechada e o £ ¢ um novo parametro
de projeto (além dos ganhos de controle e do periodo de amostragem). A nova regra 1 pode
ser reduzida a regra de Tustin ou ao “backward”: ao Tustin se § = 1; e ao backward se & = 0.

Podemos escrever de forma invertida,

_2 z—1 _2+S.T.of (Oﬁfﬁl) (321)

§=—. = z=
T z+¢ 2-s.T

A nova-regra 1 mapeia o semiplano esquerdo do plano s para o interior de um circulo dado

por (3.21). Para provar isso note que,
if § =1 — centro = 0 ; raio = 1; (Tustin); (3.22)

if £ =0 — centro = % ; raio = '4; (backward); (3.23)

A expressao mais simples para o centro &,

1
center = 5(1 -) (3.24)

Dai,

o 2-joT (3.25)

-k o2+ jore

1 2-j0T] ~ >

Z—E.(l—f). L= joT] + 2wl (3.26)
| 1+§+](0.T%(1+§)

Z_E'(l_g): 2- joT (3.27)
1 1 [ 4erT

Z—E.(l—f):z.(1+§).exp{] tan [m}j (328)

O que prova a declaracdo. Assim, a equacdo para a nova regra 1 ¢ dada por:
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z—%.(l—é)‘ Ly (3.29)

Podemos ver na Figura 3.10 que a regra de Tustin e a regra backward sdo casos especiais da

nova regra 1.

A
Im
1
a(1+€)
1 1 Re
1 >
0 5 (1€) Vs
// “‘Backward”
\// New rule 1
Tusti
1 ——— ustin

FIGURA 3. 10- A nova regra 1, Tustin e backward.

3.6  Aproximacido nova-regra 2 (Tredinnick-Souza, 2002).

A equacao a diferencgas finitas da nova regra 2 ¢ dada por:

2

€ = ;-(uk —&u )= Sl (3.30)

Que apresenta dois parametros de projeto além do periodo de amostragem.

Aplicando a transformada Z temos,

2 z-¢ . (3.31)
s Tare :0<{8,8, <1

Analogamente ao que foi calculado para a nova regra 1,
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1 . 1 ' '
,_2 G -&)-jorl- (6 -&)2-joTl 28 + joTs, (3.32)
2-joT

Lo jor] ~ ;(51 ~E)N2-joT]+2¢ + joT s,

1
T 5'(51 ~&) [2-jwT] 2- joT (333)
bl b .
1 é, =& —?.].a).T+7.j.a).T+2§l +&,j0Té 334
-6 &)= Tt (334)
| §é ol (6 +é) .
2l -&)- T (3.35)
R 2+ jol 2+ joT
2= {6-&) z'(“fl*52)'2-,-.@1'2”.@1 (3.36)
=g e)-Lig g Ri0T)] (3.37)
27 T 2T T 4 (T )
z—é-(él—52):5(51+éz).exp(jtan-'[%n (3.39)
- (¢ —5)1=1(§ +&) (3:39)
2' 1 2 2 1 2

A qual descreve uma familia de circulos dentro do circulo unitario com centro sobre o eixo

real.
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Im

2.(E11E)

\/

New rule 2

/ Tustin

FIGURA 3.11- anova regra 2.
Podemos notar pela Figura 3.11 que os mapeamentos Tustin, backward e nova-regra 1 sdo

casos particulares da nova regra 2.

33



CAPITULO4 OS METODOS MAIS IMPORTANTES PARA MODELAR

SISTEMAS DE CONTROLE AMOSTRADOS

4.1 Limitacdes para o uso da Transformada Z.

Apesar da Transformada-Z ser uma poderosa ferramenta de andlise matematica e muito
usual (devido a sua simplicidade) ¢ importante termos em mente que em alguns casos ela
pode fornecer alguns resultados imprecisos baseados nas simplificacdes a seguir
apresentadas:

1) O uso do conceito de amostrador ideal na analise de um sistema em tempo-discreto
estd baseado no modelo de que as amostras geradas pelo “sampler” € rigorosamente um trem
de impulsos x'(k). Entretanto, na realidade o que ocorre ¢ que ha uma duragio ndo-nula
destas amostras, logo ndo se trata de um trem de impulsos e sim de um trem de pulsos de
largura finita e pequena. Tal problema ocorre devido a uma inércia natural do chaveamento
do “sampler” (amostrador).

A transformada inversa de X(z) pode ndo produzir uma fun¢ao x(k) Unica, para alguns casos
(Houpis, 1985). O método da transformada Z modificada remove esta limitagdo porém € um

método de dificil manipulagao (Houpis, 1985).

4.2  Meétodo da Funcio de Liapunov Discreta (Tredinnick-Souza, 2004).

Como citado na literatura (Tredinnick, 2004) uma classe de sistemas com parametros

distribuidos que inclui estruturas flexiveis pode ser descrita por,

v=Av+Bu (4.1)
com v(0)=v, e u é o “direct velocity feedback control” (DVFB), que realimenta apenas a

informacao a respeito das velocidades, teremos,

V= Ay 4.2)

onde, A, = A—-BQB' onde Q é positiva-definida.
A (4.1) discretizada por Tustin da,
Vi, =[RI-TA, J'[21+TA, v, (4.3)
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A andlise de estabilidade por uma fungdo de Liapunov discreta V(v,) :%\/kPVk permite

chegar ao seguinte teorema,

Teorema 1: o sistema discreto v+ (4.3) permanecera estavel se,
Pomin (Q) > A (€77 )P (4.4)
Prova: a equagdo v=A_v mapeada por Tustin da,
7 (Viea = vi)= AV + i) (4.5)
Vi =[RI-TA, ['[21+TA, v,

Lembrando que o aproximante de Padé para a fungdao expoencial é dado por,

et =l [ HI_AC g} el (4.6)

-1
M~ [1 —A, H [1 +A, T} (4.7)

2
Assim sendo podemos reconstruir a exponencial como mostrado abaixo,
AT
Vi =€ v, (4.8)

Seja P>0 e a fungéo de Liapunov discreta,

V(v,) =}V, Pv, (4.9)
V(i) =7 V;(+1PV1<+1 =% V;< (eACT )PeACTVk (4.10)
AV, ==%v; [P=(e*T )P |y, <0 (4.11)

E necessario que o termo entre colchetes seja positive definido, e assim,

Mmin (Q) > Ay ((€77) Pe™T) NCRE)

4.3 Método do Espaco de Funcdes - Técnica do “Lifting”Continuo.

Yamamoto em 1990 desenvolveu essa técnica que tenta contornar as limitagdes da
transformada Z, evitando ter que usar transformada Z modificada, para preservar a
informacao do sistema analdgico entre os instantes de amostragem do controlador digital.

A técnica até hoje nao apresentou resultados praticos satisfatérios.
Seja T um periodo de amostragem fixo. A idéia & olhar a trajetéria do vetor de estados x(t)
controlado por uma lei de controle discreta no tempo como uma sequéncia de funcodes
{x,(0)}7_, definida por,
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x,(0)=x([k -1]T +6) (4.13)

e dai dar uma regra precisa para a transicao discreta do estado x.

A figura 25 mostra uma representacgao grafica da técnica do lifting.

4
Wy tga1(9)

-——_/"'““‘“*a

.//"i 5':5..”['”-}

t = |!=|.IET+1::|+

FIGURA 4.1 técnica do lifting.

A idéia é ter um modelo em tempo-discreto com a informagao entre amostras. Assim, seja

o0 modelo analdgico,

i(t)= Ax(e)+ Bu(t)

4.14
H(0)=cx0) 9
Onde a solucgao para o sistema hibrido é,
L
)_Ck+1 (9) =e + J.eA Buk+l )dT
0 (4.15)
Vi (0) =Cx, (6')
Com,
0<(0,7] (4.16)

4.4 Equacdes Diferenciais com Lado Direito Discontinuo

Filippov iniciou nos anos 60 um estudo qualitativo a respeito de equacdes diferenciais com
termo forcante descontinuo. Posteriormente, os trabalhos de Filippov foram estendidos por

Sesekin dentre outros. Dentre diversas consideragdes talvez a mais importante seja um
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teorema a respeito da existéncia de solug¢des periddicas quando temos descontinuidades

periodicas do lado direito da equacao diferencial.

Uma equagao diferencial ordinaria nao linear tipica para sistemas com atrito descontinuo

pode ser expressa por,
i+ f(x)+ g(x)=elt) (4.17)
Em Filippov (1964) atesta a existéncia de uma solucdo periddica para esse caso em que se a

funcdo e(t) € mensuravel, com periodo T e limitada m < e(¢) < M entdo, dentre algumas

outras consideragdes, entdo (3.43) possui “pelo menos uma solu¢do com periodo T”. Todas
essas teorias desenvolvidas por Filippov e seus sucessores sdo consideragdes qualitativas
apenas e de extrema dificuldade matematica. Nenhum resultado pratico foi alcancado até

hoje.
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