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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo fornecer conceitos basicos a respeito de Teoria de
Conjuntos, Topologia e Analise Funcional bem como dar conceitos basicos a respeito
da Norma do Grafo e como os conceitos da Andlise funcional poderiam ser uteis para se
determinar um majorante estabilizador para o periodo de amostragem em sistemas
amostrados de controle.






FUNCTIONAL ANALYSIS APPLIED TO CONTROL

ABSTRACT

The goal of this work is to give basic knowledge in respect the Set Theory, Topology
and Functional Analysis as well give basics concepts in respect to Graph Norm and
useful concepts of Functional Analysis to determine a stabilizing upper bound for
sampling period in sampled-data control systems.
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CAPITULO 1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA ANALISE FUNCIONAL UTEIS

A TEORIA DE CONTROLE

Def 1 — Funcéo (ou Mapeamento, ou Transformacgao, ou Operador)

Uma fungdo f de um conjunto A para um conjunto B ¢ uma relagdo denotada por

f:A— B, onde:
1) fcAxB
1) Vxe 4 3 yeB:(x,y)ef
iii) Vx e 4 se y,y, e Be(x,y,)e fe (x,y,) e fentio y, =y,

O conjunto A ¢ o Dominio de f, o conjunto B ¢ chamado Contradominio de f, o elemento
yeB em f(x)=y¢ chamado de Imagem de x € 4 e o Range ou Conjunto Imagem ¢

dado por:

R(f)={f(a):aec A} (1.1)

Def 2 — Grafo

E o conjunto dos pares ordenados (a,b) onde ac A4 ¢ be B relacionados pela fungio

f :4— B e ¢ denotado por,

grafo f = {(a, f(a)): ac A} (1.2)

Nota: Classificagao de fungdes: na figura 1 estdo mostrados os diversos tipos de fungdes que

existem.
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1 fungéo sobrejetora (surjechive, onto).

8

by funcéo. d) fungéo injetora (injaciive, one-to-one).

B
frg
bz

(e} funcéo biunivoca (bifeciive, onto e one-to-one).

FIGURA 1.1 - Classificagdo das fungdes f : 4 — B.

Teorema 1 (Oden, 1979): Uma funcdo f:A4 — B ¢ inversivel se e somente se ela for

biunivoca.

Def 3 — Morfismos

Morfismo ¢ um mapeamento entre dois objetos numa categoria abstrata que no caso de
conjuntos pode ser:

Homeomorfismo: um morfismo geral entre dois conjuntos A e B.

Isomorfismo: ¢ um morfismo biunivoco (onto e one-to-one) entre dois conjuntos A ¢

Automorfismo: ¢ um Isomorfismo de um conjunto nele mesmo.
Endomorfismo: ¢ um morfismo sobrejetor de um conjunto nele mesmo.

Monomorfismo: ¢ um morfismo f:A4—> B onde para quaisquer morfismos

u,v:C—> A, fu= fvimplicar em u = v.
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Epimorfismo: ¢ um morfismo f:4—> B onde para quaisquer morfismos

u,v:C—> A4 , uf =vf implicaremu = v.

Def 4 — Grupodide

Grupoide ¢ qualquer conjunto no qual uma operacao fechada foi definida. Obs: por operagao
fechada entende-se qualquer operacao binaria (entre dois elementos de um conjunto) em que
o resultado de tal operacdo também pertence a esse conjunto. Ex: o produto (operagdo

binaria de multiplicagdo: “.”) entre dois nimeros reais possui o resultado claramente

pertencendo ao conjunto dos numeros reais.

Def 5 — Semigrupo

E um Grupdide associativo, i.e., Grupdide que preserva a “lei associativa’
ao (b ° c) = (a ob)oc, sendo “o” uma operagdo binaria qualquer. Um exemplo de semigrupo

¢ a “matriz de transi¢do” @(t —¢,) = R

Def 6 — Monoide

E um Semigrupo que possua o elemento identidade.

Def 7 — Grupo

E um Mondide que possua inversa.

Def 8 — Grupo Abeliano

E um grupo que seja comutativo. Este termo foi cunhado por Niels Henrik Abel em 1823 ¢

em lembranga a ele possui o nome “abeliano”

Def 9 — Anel

(33 32

E um sistema abstrato R = {S,+,*} que possui as operagoes binarias “+” e e:

i) O sub-sistema {S,+} é um grupo abeliano, i.e., com elemento-identidade “0”.
ii) O sub-sistema {S,*} é um semigrupo.
1i1) Para todos 7, 7,7, € S a operacdo * ¢ distributiva em relagdo a +:

* % *
n (r2+r3)—r1 r,+n"Trn

c
%o ok *
(r2+r3) n=EnTntnTn
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Def 10 — Campo

E um sistema abstrato 3= {S ,+,*} que consiste de um conjunto contendo pelo menos dois
elementos nos quais duas operagdes bindarias + e * foram definidas considerando que:
1) o sub-sistema {S,+} ¢ um grupo abeliano, i.e., com elemento-identidade “0”.

ii) 0 sub-sistema {S,*} é um grupo abeliano, i.e., com elemento-identidade “e”.

1i1) a operagdo * ¢ distributiva em relacdo a +.

Def 11 — Espaco Vetorial

Seja 3 um campo. Um espaco vetorial V sobre I ¢ um conjunto com duas operagdes

fechadas +:V'xV >V e *:3xV — 1, tal que sdo validas as consideragdes:
1) a operacao + ¢ fechada: u+veV Vu,velV
i1) lei associativa (operagdo +): (g + \_z)+ w=u-+ (y + v_v) Yu,v,wel
111) elemento identidade (operacdo +): 0 eV :u+0=u YueV
iv) elemento inverso (operagdo +): Vu eV dvelV :u+v=0
v) lei comutativa (operacdo +): u+v=v+u Vu,vel
vi) a operacdo * ¢ fechada: auelV YuelVe VaeJ
vii) lei associativa (operagdo *): (a.ﬂ).t_t = a.(ﬂ.g) YueVe Va,feJ
viii) elemento identidade (operagdo *): dJee J:eu=u YueV

(+B)u=au+pu

ix) lei distributiva (operacao *):
) (operagio™) u(a+p)=ua+up

VuelVeVa,feJ

Def 12 — Funcional Linear

Um funcional linear § = L(\_/) ¢ uma func¢do (ou mapeamento) de um espaco linear vetorial
real V (onde o vetor v estd contido) num campo numérico I que na maioria dos casos

praticos ¢ o conjunto dos nimeros reais R, ¢ S € R.

Def 13 — Espaco Dual Algébrico

Algébrico Dual V* ¢ o espaco de todos os Funcionais Lineares sobre V.
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Def 14 — Vizinhanca

Seja a € A. A vizinhanga de a ¢ o conjunto de todos os elementos x € 4: |x—a|<5 , sendo

0 um numero real positivo.

Def 15 — Pontos interiores e Interior de um Conjunto

a € A ¢ um ponto interior se existe uma vizinhanga |x—a|<5 Vx € A. O Interior de A é o

conjunto de todos os seus pontos interiores. Na figura 2 podemos notar que os elementos a,

X] € X sd0 pontos interiores de A, porém x3 nao €.

FIGURA 1.2 - Pontos interiores de A.

Def 16 — Pontos Limite ou Pontos de Acumulacéo

Um elemento x ndo necessariamente em A ¢é ponto de acumulagdo de A se e somente se a

vizinhang¢a de x contiver ao menos um elemento de A distinto de x. Ver Figura 2. O conjunto

dos pontos de acumulag@o de A ¢ denotado por A.

FIGURA 1.3 - Ponto de Acumulagao x.
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Def 17 — Conjunto Aberto

Um conjunto A ¢ aberto se todo x € 4 é um ponto interior de A.

Def 18 — Fecho (Closure)

O fecho de um conjunto ¢ a unido de A como proprio A. O fecho ¢ A= AU A.

Def 19 — Conjunto Fechado

Um conjunto ¢ fechado se seu complemento ¢ aberto.

Def 20 — Cobertura de um Conjunto

Uma classe ¢ (conjunto no qual seus elementos também sdo conjuntos) ¢ dita cobrir o
conjunto A se A cC U{B :Be go}. ¢ ¢ a Cobertura do conjunto A. Se os conjuntos em @

sdo abertos entdo g ¢ uma cobertura aberta.

Def 21 — Subcobertura de um Conjunto

Se a classe g ja esta cobrindo o conjunto A e se a subclasse N — g também cobre A entao

N é uma subcobertura de A.

Def 22 — Compacto

Um conjunto A ¢ dito ser compacto se toda cobertura aberta de A contiver uma subcobertura

finita.

Teorema 2 (Heine-Borel): um conjunto 4 — R ¢ compacto se e somente se ele for fechado e

limitado.

Def 23 — Topologia

Seja A um conjunto ndo vazio. Uma classe ¢ dos subconjuntos de A ¢ dita ser uma

Topologia em A se e somente se:

1) A e O pertencem a (o,
i) A unido de qualquer nimero de membros de @ pertence a (@,

1i1) A interse¢do de quaisquer membros de @ pertence a @ .
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Def 24 — Espaco Topologico

Seja A um conjunto ndo vazio e I" uma topologia em A. Entdo o par (A,F) ¢ um espaco

topoldgico.

Def 25 — Denso

Um conjunto B c A ¢ dito ser Denso em A se B> A.Se B=A entdo B é dito ser Denso

por toda parte.

Def 26 — Seqiiéncia de Cauchy

Uma seqiiéncia {a, } ¢ dita ser uma seqiiéncia de Cauchy se lim (a, —a,)=0, isto ¢, tal

m,n—o

seqiiéncia ¢ convergente.

Def 27 — Conjunto Completo

Um conjunto A ¢é completo se e somente se toda seqiiéncia de Cauchy de pontos em A

convergir para um ponto em A.

Def 28 — Espaco de Banach

E todo espaco linear normado completo. Espaco linear normado é todo espago que admite o

calculo de normas ||||

Def 29 — Espaco de Hilbert

Um espago de Hilbert ¢ um espaco vetorial com produto escalar (g, y) € norma.

Def 30 — Espaco de Sobolev

E o0 espaco das equacdes diferenciais. Para d >1, Q um subconjunto de R pe [l,oo) e

s € N, o espago de Sobolev ¥ ** (Q) é definido por,
WP (Q)={f e 17(Q):V]a| < 5,0 f e 17 (Q)) (1.3)

Def 31 — Raio Espectral

O raio espectral de uma matriz A com autovalores A, ¢ definido por:

r(4)= max|ﬂl.| (1.4)
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Numa simulagdo numérica (Craig, 1981) o raio espectral assume um importante papel na
medida da performance numérica de um sistema de simulagdo. Se r<1 o havera estabilidade

e se r>1 teremos a instabilidade numérica. (ver Figura 4).

1.0 : T r | '
New algorithm (a = —0.05)
09 I
0.8+ Wilson method (0 = 1.4)
Q‘ — 4
w 0.7
3
2
s 0B
E New algorithm (a = —0.3) _]
2 a5
0.4 |- =]
0.3 __—Houbolt method i
| | | | | | 1 | |
0'30—2 10~ 1 10 102 10°

At/T,
FIGURA 1.4 - Raio espectral em fun¢do do periodo de amostragem numa simulagao

numérica. Para a notagdo adotada neste trabalho troca-se o p da figura por r.

FONTE: Craig (1981, p.460)

Def 32 — Analise Espectral

Seja a equagdo do problema do autovalor associado ao operador A,

(AI-A)v=0 (1.5)

Ha diversas situagdes que o operador (l.] —A) pode se encontrar e para cada tipo hd uma

denominacdo via andlise espectral.

Conjunto Resolvente p(A): o conjunto de todos os 4 em que o operador (/1.1 —A) tem

uma inversa limitada. Todos os A que ndo pertencerem ao p(A) pertencem ao spectrum,
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i.e., o complemento de p(A) ¢ o spectrum, isto ¢, o =C\ p, onde C ¢ o conjunto dos

nimeros complexos.
Spectrum o : o spectrum ¢ constituido por trés subconjuntos;
a) Spectrum pontual o,: ¢ o conjunto dos autovalores. E o subconjunto de todos os

A em que (/1.1 - A) ¢ sobrejetora e sua inversa ndo existe.

b) Spectrum Residual o: E o subconjunto de todos os A em que (/”L.I —A) ¢

injetora e seu Range ndo ¢ denso em U (espago linear normado).

¢) Spectrum Continuo o.: E o subconjunto de todos os A em que (l.l —A) ¢

biunivoca e tem o Range denso em U.

O chamado Spectra é pU o.
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CAPITULO 2

INTRODUCAO A NORMA DO GRAFO

Mostraremos neste capitulo como usar a norma do grafo ensaiando passos para a aplicagao
no problema em questdo: deteccdo analitica da influéncia do periodo de amostragem na
estabilidade de sistemas de controle amostrados. Algumas novas defini¢cdes e consideragdes

preliminares sao importantes.

Def 33 — Conjunto Hp

O conjunto Hp ¢ constituido de todas as fungdes analiticas f no disco unitario aberto D tal

que,

| L %
||f||p = i—ﬁﬁ)[% '([‘f(r.ejelpde} < 2.1

Def 34 — Conjunto Hinf

O conjunto H,, ¢ feito de todas as fungdes analiticas em D tal que,

I, - sup  max f(r.ejel <0 (2.2)

re(0,1) 0e[0,27]

Def 35 — Supremo Essencial

E possivel definer ||f "30 quando f(z) em D ¢ descrita como um limite ndo-tangencial para

r—1,z— ¢, que é descrito pelo supremo essencial (“essential supremum”),

Hf”oo ;ess.sup ‘f(eje 1 (2.3)

0e[0,27]

Exemplo: Seja P(s) = Ll uma planta instavel. Um valor u limitado na entrada que provoca
S f—

uma saida limitada y pode ser dado por u = (s-1),
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P@):XEQ_

b
u@)_s—l
y(s)

u=(s—1) -
Portanto, (u,y) esS?, (M,yXi;js—l) € grafo(P) .

Assuma agora que H_ seja o conjunto de todas as fungdes estaveis, racionais e proprias
analiticas no semiplano direito (que nao tenham poélos nesta regido). Assuma também que
H_ ¢ o conjunto de todas as funcdes instaveis (ndo analiticas no semiplano direito). Seja

f e H] . A norma-infinito de f pode ser descrita no caso discreto como,

IF. = sup - max, fer.e” | <=0 2.4
ou no caso continuo,

[£].. = sup- [£(jo) <0 (2.5)

[£].. = sup \/mﬂgp fjo)f(- jo (2.6)

Exemplo: seja f e H', f:C — C, calcule ||f||w quando f(s)

s+1°

[t =lfGe, =sup VE(j)i(-jo)

1 1
f = J =
. r \/(j(D-Flj(—j(D-f-lJ
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x ®
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FIGURA 2.1

o

Exemplo: seja f e H_, f:C — C, calcule ||f||w quando f(s):%.
S —

Similarmente,

f] =su ! 1 ! =su L =1
[£], =sup /| - . p
7 jo—1){ —jo-1 o o+l

Exemplo: seja agora f:C — C, calcule ||f||w quando f(s): l
S

1 1 1 1
It =sup [—|=,]| — || ——|=sup —=
o |JO JO —JO ® (O]
f A
(D‘
O Ll
FIGURA 2.2
E claro que o resultado obtido ndo descreve a norma || . || que deve ser uma fung¢do continua

positiva-definida”*!. Posrtanto, ela nio pertence a nenhum espago métrico.

Frente a tal dificuldade uma nova medida chamada métrica do grafo sera proposta. Assuma

que
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£(s) =%, ndeH’ @.7)

. -1
Seja, ze H) ,z~ e H_,

_ n(s).z(s)
d(s)z(s)’

f(s) nz,dzeH] (2.8)

A norma do grafo de f=P quando P ¢ a planta usada ¢ dada por:
5(P.0)=inf [dz,nz, (2.9)

Onde S ¢ o conjunto das fungdes escalares estaveis, racionais e proprias. Se o grafo de P for

um conjunto definido por:

graph P = {(d.z,n.z), P=nd™, Vze S} (2.10)

Finalmente, a norma do grafo sera,

nzl, =[P

Para obter resultados quantitativos devemos metrizar a topologia do grafo, i.e., devemos

l(dznz)| =inf {jd7

2.11)

o’ Grafo

definer uma métrica sobre M(R(s)) tal que a convengéncia (e consequentemente a
continuidade) seja equivalente a convergéncia na topologia do grafo. Esta ¢ a métrica do

grafo. Antes necessitaremos de alguns novos conceitos.

Def 36 — RCF normalizada

Uma r.c.f. (“right coprime factorization”) de PeM(R(s)) € dita ser normalizada se

N"(s)N(s)+D'(s)D(s)=1 Vs onde N'(s) = N'(-s).

Def 37 — Métrica do Grafo

Suponha P,,P, e M(R(s)) com as mesmas dimensdes e (Ni,Di) uma r.c.f. normalizada de

P; para i=1,2. Entretanto:
33



D.] .
Ai{ :|,1=1,2. (2.12)

E definamos,

3(P,P,)

A, -ALU| (2.13)

= sl |
Onde U ¢ o fator spectral da matriz identidade I=U’.U.

d(P,,P,)=max{3(P,,P, ).8(P,,P, )}. (2.14)
Entao d(P1 ,Pz) ¢ a métrica do grafo em M(R(s)).

Lema: d ¢ uma métrica em M(R(s)) assumindo valores no intervalo [0,1].

Theorem: Este ¢ o principal resultado sobre convergéncia da métrica do grafo. Uma

sequéncia {Pi} em M(R(s)) converge para PeM(R(s)) na topologia do grafo se e somente se

d(P,,P)—0.

Até aqui a metrica do grafo ndo foi calculada exatamente devido ao problema de calcular o

infimum num estudo em aberto (veja [7] para detalhes). Entretanto, ¢ possivel calcular

limites inferior e superior para contornar tal problema.

Lema: suponha (N,,D,) uma r.c.f normalizada de P, ed (N,,D,) uma r.c.f (ndo

necessariamente normalizada) de P, e A, =[D'l Nl] e M, = [D2 N2] Suponha agora

que,
|A, -M, | =y <1 (2.15)
Entao,

dp,p)<-2L. (2.16)

l-y

para calcular um limite inferior da métrica do grafo entre duas plantas (uma referéncia P,

e outra P para um T>0, por exemplo) devemos notar que,

PP )= inf |A,-AR| (2.17)

ReM(S)
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Di
onde A, ={ },
Ni

e calcular,

d(P,,P, )= max{3(P,,P, ).5(P,, P, )}. (2.18)
Exemplo: se f:C — C, calcule ||f || oo P2 T (s):l. Assuma por exemplo que z :%.
S s
LI
__s+l_s+l_nN .

f(s)—si—i—g, n,deH

s+l s+l

1 s+2

f(s):&:5.5+3

D s si2 nz,dze H.
Z

s+1s+3
H(d.z,n.z}‘m =inf md.z s n.ZHm}

1
Exemplo: se f:C—C, calcule ||f||Grafo para f(s)= s(s+1)°
A, =0
1
1 (s+1)2
Az = s(s+ 1) s

(s+1) .

S

+1)

)

. 2 . , 4 2
Fazendo s=-s: _—J® _© —J® com méddulo: Y@ +@ |
—jo+l 1+’ 1+’

s(o,s(;mj:max{ }1

N

(s+l)

>

L
s+1)

©
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Finalmente, a distancia da fungdo f(s)=

aorigem ¢ igual a 1.

1
s.(s +1)
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CAPITULO 3

INVESTIGACOES COM A NORMA DO GRAFO A RESPEITO DAS REGIOES DE

ESTABILIDADE/INSTABILIDADE EM FUNCAO DO PERiIODO DE AMOSTRAGEM

O discreto verdadeiro pode ser dado por

Gr(z)= G*,T(z)+l i ﬂ&

T k=0 S S
k=—o0

3.1)

s=j[u)a —k%]

onde o primeiro termo do segundo membro é a transformada-Z da planta e o segundo

membro é o “aliasing” (falseamento ou mascaramento) reescrito abaixo,

2& 1-¢" G(s
AG.(z)=H;(z) == . ©)
T E s S

(3.2)

s=j((oa —kZTnj

Para o estudo da estabilidade é conveniente supor que este “aliasing” possa convergir para

um determinado valor M < «©

M = S‘ip{”AG*(Z)Hoo} (3.3)

Podemos tentar calcular uma expressao geral para M como segue,

—sT
M=..+ sup I-e .G(S)

(—n nj S S
we| —,—

22

+
.(( 27()
S=]| @y T
A

M=..+ sup Al(s = j((oa —Z;ED+ sup Az(s = j((oa —?D sup A{s =j(0)a —?D+
~{33) A3 A3

Da equacao acima Ay € um termo geral dado por,

Ak(s = J’(ma - 2knn ——— (3.4)
T S s s=j[wa—%j
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FIGURA 3.1 — teste de convergéncia.

Apés alguns calculus podemos chegar 3,

M= > M,

keN*

M- AL

keN*

(3.5)

k2n
0, ————
T

M é convergente? M sera limitado se a série que o define for convergente. Verificaremos
um caso de convergéncia. Por outro lado é importante lembrar que, por hipétese, apesar
de termos um M limitado grandes perturbagdes podem vir a instabilizar o sistema de

controle amostrado.

n(s)

Usaremos a funcao de transferéncia na forma racional G(s) = a( ).
S

Aplicando essa forma racional em M,

. .2km
1—eioT g2 n(J(D " JT)

— - 2 . .2l(ﬂ
o 7’5] - (03 + 2}?) d(Jw + JT)

—j2kn

(3.6)

=1

Lembrando que ‘e finalmente,
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. . 2km
& [—e T g ik ner
M= z sup

. 3.7)
kel (T n  4k’n’ . .2kn
2’2)—((02 +4wk¥+ = J d(]wﬂT

Que é a expressao geral para o limitante superior M.

Exemplo: se nd descreve um corpo-rigido com momento de inércia J % __1  entao,
Js?

1 & 1—e ot g7 (3.8)
M:jz S]i?ﬁ 1 k2l T e kit
k:l“’é[?zj m4+8(ka+ 2 J+l6(mz T +20 R j

Para um valor de k muito maior que a unidade o k-ésimo termo de M assumira o formato,

4 _ a—joT [ -j2kn
_T .16—4'34 (3.9)
J 16k nt

k
isso mostra que o k-ésimo termo pode ser desprezivel para T pequeno porém a soma pode
divergir para algum T muito grande. Se M diverge é claro que o sinal de controle do

sistema amostrado divergira também.

. 1
Exemplo: Considere agora G(s) =
s(s+1)

0 _ amioT [ —j2kn
M:; SI}PH kn k*n? k3n31 - k4.e4 kn k*n? kK*n? N
B “{75} o' +80" —+240° ———+320——+16——+j0" +60° —+120——+8—

T T T T T T T

seu k-ésimo termo,

T4
8k’ A/4k*n? + T?

Para diversos valores de T montamos a Figura 3.2 mostrando a convergéncia de M para os

My =

valores de T testados.
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FIGURA 3.2 - convergéncia de M.

1

Exemplo: agora suponha que G(s) = ———
(s+1).s+2)

Nesse caso,

‘ [ — g ioT gi2kn ‘

M:Z sup ) P, 2 4 2 2 3.3
ol 33) w4+4w3%+w2[24kT7: —2}&[321‘; —8%}161‘; - j{swulswz%uéwkﬁ +24sz: }

seu k-ésimo termo é,

T4
M., =
©l6kint - 2417

Como mostrado na Figura 3.3 M mostra-se convergente.
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FIGURA 3.3 - convergéncia de M.

Partindo desses resultados e do conhecimento sobre a norma do grafo podemos esbocar a

seguinte hipétese, apresentado aqui sem prova,

Hipétese: para um sistema de controle amostrado com periodo de amostragem T

podemos supor que a estabilidade em malha-fechada podera ser garantida se

Gl gy = inf {ld]. ], < M(T) (3.10)

Grafo
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CONCLUSAO

Tudo indica que técnica da norma do grafo ¢ um instrumento poderoso para estudar a
estabilidade de sistemas amostrados, porém, até 0 momento apenas conseguimos demonstrar
solugdes aproximadas que permitem afirmar a existéncia e medir um limitante superior para
a regido de estabilidade. At¢ o momento ndo foi possivel verificar por meio da norma do
grafo a existéncia de outras regides de estabilidade e instabilidade, o que foi comprovado por
diversos experimentos numéricos. Chamamos a aten¢do para a importdncia da andlise
espectral, alicerce da mecanica quantica, para estudar o fenémeno e bem provavelmente serd
essa ferramenta que usaremos para tratar do problema se a norma do grafo mostrar-se

infrutifera.
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