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Resumo 

 

O presente trabalho analisa a estabilidade de 

satélites artificiais sujeitos a ação do torque de 

gradiente de gravidade. O estudo da estabilidade é 

realizado utilizando o critério de Routh Hurwitz para 

um caso particular.      

 

1- Introdução 

 

A análise da estabilidade do movimento rotacional 

de satélites artificiais na presença de torques externos 

é de grande importância na manutenção da orientação 

espacial do satélite, de maneira que este possa 

desempenhar com sucesso a missão ao qual está 

destinado.  

Pretende-se neste trabalho analisar a estabilidade 

do movimento rotacional de satélites, utilizando-se 

um conjunto de variáveis canônicas adequadas que 

facilitem a utilização de métodos de análise de 

estabilidade. O torque externo incluído é o torque de 

gradiente de gravidade.  

 O critério escolhido para a análise de estabilidade é 

o critério de Routh Hurwitz o qual determina se há 

ou não raízes instáveis de uma equação característica 

associada ao sistema em estudo, sem que haja 

necessidade de determinar tais raízes.  

 

2 - Equações do Movimento 

 

Utilizando o formalismo Hamiltoniano, as 

variáveis de Andoyer [2] caracterizam o movimento 

do satélite em torno de seu centro de massa e as 

variáveis de Delaunay descrevem o movimento do 

centro de massa do satélite em torno da Terra, o qual 

é admitido conhecido.  

Nas equações do movimento rotacional do 

satélite artificial é incluído, na Hamiltoniana do 

problema, a parcela associada ao gradiente de 

gravidade, com o satélite suposto simétrico, o que 

corresponde a dois momentos principais de inércia 

iguais (A = B). 

Deste modo com o formalismo Hamiltoniano, as 

equações do movimento rotacional são dadas por [2]:  
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em que: Li , li  são as variáveis de Andoyer e F é a 

Hamiltoniana do problema. 

  A Hamiltoniana do problema em estudo, em 

termos das variáveis de Andoyer e de Delaunay [1], é 

expressa por: 
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em que:  

 

32,321 l,lL,L,L   são as variáveis de Andoyer; 

hg,l,H,G,L,  são as variáveis de Delaunay.  

 









+





−+

µ
−= 2

2
2
12

32

o L
A

1
L

A

1

C

1

2

1

L2

M
F                     (3) 

 

}{{

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) +





+−−−

++−−−

++−−+

+−−+−+

+−+

+−−
−−

+−−−+++








 +−










 +

−
=

∑

∑

∑

∑

232
2

ε

2
2

2

232
2

ε
22

232
ε

22
2

232
ε

22

22
2

2
22

222
2

32
22

32
2
2

22
2

2

2

1
26

74

1

l2ε2l2hcosJsinθε1Isin
32
3

l2εlhcosJsinθε1sinIIsin2
16
3ε

lε2l2hcossin2Jθε1sinIIsin
16
3ε

lεlhcossin2Jθε21θε1Isin2
16
3

lcos2JsinIsinθ31
16
3

coslsin2Jsin2Iθ31
16
3

2l2hcosIIsinsin
8
3

lhcossin2Isin2I
8

3
 θθ3θθ1

8

3

2
1

L
L

Pcosle31
M

AC

L

Mμ
F

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ][

( )[ ]

( )[ ]

( ) ( )[ ][

( )[ ]

( )[ ]

[ ] [ ]

[ ]

( )( )( )

( )[ ]{

( )[ ]

( )[ ]

( ) ( )

( )[ ]{

( )[ ]

( )[ ]]}++−+++


 ++−++−+

++−++

−++

+





+−+++


 ++−++−+

++−++

+−+−

+











+++






 +++−+++

+

+











−+++

+
 −++−+

+−+++−

+




−+++


 +−++−

+−++++

+













 +++−++



 −








+

∑

∑

∑

∑

∑

23

23

232

δε
2

2
2

23

23

232

δε
22

3

32

ε
22

2

3

3

32
2

ε

2

3

3

32
ε

2
2

2

2

1
2

lδεl2h2εg2l3cos
2
7

lδεl2h2εg2lcos
2
1

e

lδεl2h2εg2l2cosJsin2

θδ1θε1sinI
32

3
δ

lδεlhεg2l3cos
2
7

lδεlhεg2lcos
2
1

e

lδεlhεg2l2cosJsin2

θδ21θδ1θε1sinI
16
3ε

lεg2l3cos
2
7

lεg2lcos
2
1

elεg2l2cos

sin2Jsin2IIsin
32
9

l2h2εg2l3cos
2
7

l2h2εg2lcos
2
1

e

l2h2εg2l2cosIsinθε1
16
3

lhεg2l3cos
2
7

lhεg2lcos
2
1

e

lhεg2l2cossinIθε1Isin
8
3ε

2g3lcos
2
7

2glcos
2
1

e2g2lcos

θ31Isin
8
3

L
L

P

[ ]{

[ ] [ ]

( )

( ) ( )[ ]{ ++−++−

++

+











+++++−+

+++−

∑

∑

232
2

2

2
δε

22

2
ε

2
2

2
22

lδε2lhεg2l2cosJsinθδ1

sinIθε1sinI
16
3δε

lε2g2l3cos
2
7

lε2g2lcos
2
1

e

lε2g2l2cosJsinIsinIsin
32
9

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


( )[ ]

( )[ ]

( ) ( )

( )[ ]{

( )[ ]

( )[ ]

















+−+++


 ++−++−+

++−++

−−−

+





+−+++


 ++−++−

∑

23

23

23

2
22

2
2

δε

23

23

lδε2l2h2εg2l3cos
2
7

lδε2l2h2εg2lcos
2
1

e

lδε2l2h2εg2l2cos

Jsinθδ1θε1
64
3

lδε2lhεg2l3cos
2
7

lδε2lhεg2lcos
2
1

e

 

                                                                              (4) 

sendo que: ∑
ε

e ∑
δε,

significam que δ  e ε  

assumem valores +1 e –1; 

            M é a massa do satélite;   

   µ  é a constante gravitacional da Terra; 

θ = Icos
G
H

= ; 

2
2

3
2 cosI

L

L
θ == ; 

I  é a inclinação orbital;  

  2I  é a inclinação do plano do momento 

angular com o plano do Equador;  
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



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2

1
2 L

L
P  é o polinômio de Legendre; 

e é a excentricidade da órbita do satélite; 

J2 é a inclinação do equador do satélite com 

relação ao plano do momento angular de rotação; 

 
3–  Equação Característica do Sistema  

Introduzindo o vetor de estado w  e o vetor das 

derivadas Hw [3]: 
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as equações do movimento (1) podem ser descritas da 

seguinte forma: 

 

                                  wJHw =&                               (6) 

 

sendo J  matriz simplética [6] de 2n filas dada por: 
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em que In é a matriz identidade de ordem 6. 

Observa-se que a variável l1 não aparece na 

Hamiltoniana considerada, sendo que sua conjugada L1 

permanece constante. Deste modo pode-se reduzir o 

sistema a 2 graus de liberdade.  

Considerando-se a Hessiana da Hamiltoniana F, o 

sistema (6) pode ser escrito na forma [6]:  

 

                                 wGJw =&                                  (8)   

 

com a Hessiana G  dada  por: 
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e J dado por (7), sendo  In  a matriz identidade de 
ordem 4. 

Assim a análise da estabilidade do sistema é 
reduzido ao estudo de um sistema de quatro equações 
diferenciais. Os elementos da matriz G são 
facilmente calculados,  mas envolvem muitos 
cálculos algébricos, e por serem muito extensos não 
serão aqui expostos.     
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A equação característica associada a matriz JG 

do sistema (8) pode ser obtida: 

 

                    Det [ λ In – JG] = 0                 (10) 

 

sendo expressa da seguinte forma: 
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O polinômio característico (11) é uma função par, 

visto que os coeficientes 13 e αα  são nulos,  assim se 

λ  é uma raiz característica deste polinômio tem-se 

que - λ também é, com a mesma multiplicidade. 

 

4– Critério de Estabilidade de Routh Hurwitz 

 

O critério de estabilidade de Routh Hurwitz 

permite investigar a estabilidade absoluta dos 

sistemas, através dos coeficientes das equações 

características [5].  

O procedimento utilizado nesta técnica se resume 

em: 

1) Escrever a equação característica de S na 

seguinte forma: 

 

          0... 1
1

10 =++++ −
−

nn
nn aSaSaSa    (13) 

 

2) Se um dos coeficientes é zero ou negativo 

na presença de pelo menos um coeficiente 

positivo, então há pelo menos uma raiz com 

parte real positiva e portanto o sistema  

NÃO É ESTÁVEL. 

 

3) Se todos os coeficientes são positivos, é 

cosntruída uma tabela (tabela de Routh), 

cujos os elementos  estão associados com  

os coeficientes da equação característica em 

linhas e colunas da seguinte forma: 
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em que: nnnnn fedcb ,,,,  são formados pela 

combinação entre os elementos das linhas 

anteriores. 

- O critério de estabilidade de Routh Hurwitz diz 

que o número de raízes da equação 

característica com parte real positiva, é igual 

ao número de mudanças de sinal nos 

coeficientes da primeira coluna da tabela 

( 1111110 ,,,,,, fedcbaa ) .  

- Se todos estes coeficientes possuem o mesmo 

sinal, então todas as raízes da equação 

característica apresentam parte real negativa e 

portanto o sistema é ESTÁVEL. 

4.1– Aplicação do Critério de Routh Hurwitz para 

Analise da Estabilidade do Movimento Rotacional 

Para o caso da equação característica (11), 

associada ao movimento rotacional em estudo, a 
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primeira linha da tabela de Routh (14) é formada 

pelos coeficientes da equação característica  

.,, 420 ααα    A segunda linha seria formada pelos 

coeficientes  31 e αα , que são nulos. Como existe 

uma linha nula na tabela de Routh , é  necessário a 

utilização de um polinômio auxiliar [5], formado a 

partir da derivada de (11) em relação a λ : 

=)(λP 04
2

2
4

0 =α+λα+λα           

                    =
λ
λ

d
dP )( 1

2
3

0 24 λα+λα            (17) 

Assim podemos construir a tabela a seguir:  
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em que:        
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b 2
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1 b
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0bbc
d α==

−
=  

Pelo critério de Routh todos os elementos da 

primeira coluna da tabela devem ter o mesmo sinal 

para que o sistema seja estável. No caso em estudo, o 

primeiro termo da primeira coluna 10 =α , ou seja, é 

positivo. Logo para que o sistema seja estável é 

necessário que os demais termos da primeira coluna 

sejam maiores que zero, ou seja: 

0d,c,b, 1110 >α . 

Assim as seguintes condições são necessárias: 

                           

40
2
2

4

2

0

4

0

0

0

αα>α

>α
>α
>α

                           (18) 

Então para o tipo de equação característica (11), 

pelo critério de Routh temos que as condições (18) 

devem ser satisfeitas para  que o sistema seja 

ESTÁVEL.   

4.2– Aplicação para um Caso Particular 

  Considera-se condições particulares para as 

variáveis de Andoyer e de Delaunay para um satélite 

simétrico [1] .  

Dados orbitais e geométricos 
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 A equação característica  para este caso 

particular tem a forma (11) e no item 4.1 foram 

apresentadas as condições  que devem ser satisfeitas.  

Então a partir dos dados assumidos encontra-se os 

valores dos coeficientes 42 e αα  implementando-se 

numericamente as equações, obtendo-se: 

                          
5-

4

-5
2

10x228,4

10x662,2

=α

−=α
.                   (19) 

Deste modo duas das condições (18) não são 

satisfeitas pelo resultado obtido em (19). Pode-se 

ainda observar que a equação característica possui  

um coeficiente negativo na presença de dois 

coeficientes positivos ( 10 =α , 0e0 42 >α<α ).   

Portanto pelo critério de Routh Hurwitz, o 

sistema (8) associado ao movimento rotacional de 

um satélite simétrico, sob a influência do torque de 

gradiente de gravidade, para este caso em particular  

NÃO É ESTÁVEL. 

Pela tabela de Routh para este caso: 

50

1

552

53

5-54

1023,4

0697,12

01023,41033,1

010324,54

1023,410x662,21

−

−−

−

−

×λ

λ

××−λ

×−λ

×−λ

 

Observa-se que ocorrem duas mudanças de 

sinal na primeira coluna da tabela de Routh, o que 

corresponde a duas raízes características com parte 

real positiva, que acarretam em instabilidade para as 

condições assumidas neste caso particular.  

4 - Conclusão 

A estabilidade de um sistema dinâmico associado 
ao  movimento  rotacional de um satélite artificial 
simétrico, sob a influência do torque de gradiente de 
gravidade, foi analisada através do critério de Routh 
Hurwitz. As equações do movimento rotacional 
foram descritas pelas variáveis de Andoyer. Após a 
linearização das equações do movimento, obteve-se a 
equação característica do sistema e determinou-se 
quatro condições a serem satisfeitas para que o 
sistema fosse considerado estável, através do critério 
de estabilidade de Routh Hurwitz. Para um caso 
particular verificou-se que duas das condições 
necessárias não eram satisfeitas, acarretando na 
instabilidade do sistema, nas condições assumidas.  
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