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Resumo

O presente trabalho analisa a estabilidade de
satélites artificiais sujeitos a agdo do torque de
gradiente de gravidade. O estudo da estabilidade é
realizado utilizando o critério de Routh Hurwitz para

um caso particular.

1- Introducéo

A andlise da estabilidade do movimento rotacional
de satélites artificiais na presenca de torques externos
€ de grande importancia na manutencao da orientacdo
espacial do satdlite, de maneira que este possa
desempenhar com sucesso a missdo ao qual esta
destinado.

Pretende-se neste trabalho analisar a estabilidade
do movimento rotacional de satdlites, utilizando-se
um conjunto de variavels cannicas adequadas que
faciliten a utilizagdo de méodos de andlise de
estabilidade. O torque externo incluido € o torque de

gradiente de gravidade.

O critério escolhido para a andlise de estabilidade é
o critério de Routh Hurwitz o qual determina se ha
ou ndo raizes instavel's de uma equagao caracteristica
associada ao sistema em estudo, sem que haga

necessi dade de determinar tais raizes.

2 - Equactes do M ovimento

Utilizando o formalismo Hamiltoniano, as
variavels de Andoyer [2] caracterizam 0 movimento
do satélite em torno de seu centro de massa e as
variavels de Delaunay descrevem o movimento do
centro de massa do satélite em torno da Terra, o qual
€ admitido conhecido.

Nas equagBes do movimento rotacional do
satdlite artificial é incluido, na Hamiltoniana do
problema, a parcda associada ao gradiente de
gravidade, com o satélite suposto simétrico, o que
corresponde a dois momentos principais de inércia
iguais (A = B).

Deste modo com o formalismo Hamiltoniano, as

equactes do movimento rotacional sdo dadas por [2]:
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em que L, |; sdo as variaveis de Andoyer e F éa

Hamiltoniana do problema.
A Hamiltoniana do problema em estudo, em
termos das variaveis de Andoyer e de Delaunay [1], é

expressa por:

F(Ly,Ly,Lg,05,15,L,GH,l,g,h)=
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em que:
L;.L,,Lg.0,,15 Sd0asvariaveis de Andoyer;
L,G,H,l,g,h sdo asvariaveis de Delaunay.
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sendo que é e é significam que & e ¢
€ £,0

assumem valores +1 e —1;
M é amassa do satélite;

M éaconstante gravitaciona da Terra;

G:E:cosl,
G
L
ez—L—3:cosI2;

| éainclinagdo orhital;
I, € a inclinagdo do plano do momento

angular com o plano do Equador;
=< o)
P,6—% éo polinémio de Legendre;
gl—z 2}

e éaexcentricidade da érbita do satélite;
J é ainclinacdo do equador do satélite com

relacdo ao plano do momento angular de rotacao;

3— Equacdo Caracteristica do Sistema
Introduzindo o vetor de estado w e o vetor das
derivadas H,, [3]:
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as eguactes do movimento (1) podem ser descritas da

seguinte forma:

W = JH 6)

w

sendo J matriz simplética [6] de 2n filas dada por:
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(")

em que In é a matriz identidade de ordem 6.
Observa-se que a variavel |; ndo aparece na
Hamiltoniana considerada, sendo que sua conjugada L,
permanece constante. Deste modo pode-se reduzir o
sistemaa 2 graus de liberdade.
Considerando-se a Hessiana da Hamiltoniana F, o
sistema (6) pode ser escrito naforma6]:

W=JGw 8)

com aHessana G dada por:
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e J dado por (7), sendo In a matriz identidade de
ordem 4.

Assim a andlise da estabilidade do sistema é
reduzido ao estudo de um sistema de quatro equagtes
diferenciais. Os €lementos da matriz G sdo
facilmente calculados, mas envolvem muitos
calculos algébricos, e por serem muito extensos ndo
Serdo aqui expostos.
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A equacdo caracteristica associada a matriz JG
do sistema (8) pode ser obtida:

Det[I In-JG] =0 (10)
sendo expressa da seguinte forma:
agl*+a,l?+a, =0 (11)
em que
ag=1

_ .2
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Q
N
|
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O polinémio caracteristico (11) é uma funcéo par,
visto que os coeficientes a ; e a; sdo nulos, assim se
| € uma raiz caracteristica deste polindbmio tem-se

que-| também é com a mesma multiplicidade.
4— Critério de Estabilidade de Routh Hurwitz

O critério de estabilidade de Routh Hurwitz
permite investigar a estabilidade absoluta dos
sistemas, através dos coeficientes das equacOes
caracteristicas [5].

O procedimento utilizado nesta técnica se resume
em:

1) Escrever a equacdo caracteristica de S na

seguinte forma:

a,S" +a,S" ! +..+a, ,S+a, =0 (13)

2) Se um dos coeficientes é zero ou negativo

na presenca de pelo menos um coeficiente

positivo, entdo ha pelo menos uma raiz com
parte real postiva e portanto o sistema
NAO E ESTAVEL.

3) Se todos os coeficientes sdo positivos, é
cosntruida uma tabela (tabela de Routh),
cujos os elementos estdo associados com
os coeficientes da equacdo caracteristica em
linhas e colunas da seguinte forma:

S" a, a, a, aglL

S"ta, a; ag a; L

$"? b, b, by b,L

n-3

MS c, C, ¢c3 c,L (14)
d, L

st eL

L fL

en que b,, c,, d,, e,, f, sdo formados pela
combinacdo entre os eementos das linhas

anteriores.

- Ocritério de estabilidade de Routh Hurwitz diz

gque 0 nimero de raizes da equacdo
caracteristica com parte real positiva, € igual
a0 numero de mudancas de sinal nos

coeficientes da primeira coluna da tabela

(29, &, by, ¢, dy, &, ).

- Se todos estes coeficientes possuem 0 mesmo
snal, entdo todas as raizes da equagdo
caracteristica apresentam parte real negativa e
portanto o sistema € ESTAVEL.

4.1- Aplicacdo do Critério de Routh Hurwitz para
Analise da Estabilidade do M ovimento Rotacional

Para 0 caso da equacdo caracteristica (11),
associada a0 movimento rotacional em estudo, a

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Imprimir = Sair = Menu

primeira linha da tabela de Routh (14) é formada
pelos coeficientes da egquacdo caracteristica

ag,a,,a,4. A segundalinhaseriaformada pelos

coeficientes a, € a3, que sdo nulos. Como existe

uma linha nula na tabela de Routh , € necessario a
utilizacdo de um polindmio auxiliar [5], formado a

partir da derivadade (11) enrelagdoa | :

ag, by, ¢, d;>0.
Assim as seguintes condi ¢Bes sdo necessarias:

a,>0
a,>0
a,>0

as>4aya,

(18)

Pl)=ag*+a,l?+a, =0
$:4a0|3+2a2|1 (17)

Assim podemos construir a tabela a seguir:

4
I apg a, a,

Entdo para o tipo de equacdo caracteristica (11),
pelo critério de Routh temos que as condigles (18)
devem ser sdtisfeitas para que o0 Sistema sga
ESTAVEL.

4.2— Aplicagéo para um Caso Particular

Considera-se condicfes particulares para as
variaveis de Andoyer e de Delaunay para um satélite

1® 4a, 2a, O
12 b, b, O
It ¢, O
1 d,

_ 48480 = aoo

b
2 4a,

_ b12a2 - 4a0b2 _ 2(85 - 48084)
b, a

C

G

Pelo critério de Routh todos os elementos da
primeira coluna da tabela devem ter 0 mesmo sina
para que o sistema sga estével. No caso em estudo, o
primeiro termo da primeiracoluna a, =1, ou sgja, é
positivo. Logo para que o sistema sga estavel €
necessario gque os demais termos da primeira coluna

Sejam maiores que zero, ou sga:

simétrico [1] .
Dados orbitais e geométricos

m= 3,986003 * 10° km3/s?

| = 0,5533 rad

e =0,01617
a=6,95964 " 10°km
M = 11550 kg

A =B =1,0307 " 10 *kg km?
C =3,9499 " 10 'kg km?

Variaveis de Andoyer e de Delaunay

L, =0
L, =9,7307" 10°kg m?s’! I, =

2
L, =-29956" 10%kg m?s™* |, = 4,8244rad

|, =1,8837rad J, :grad
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L =,ma =0
G =Lv1- €2 g=0
H=Gcosl h= % rad

A equagdo caracteristica para este caso
particular tem a forma (11) e no item 4.1 foram
apresentadas as condigbes que devem ser satisfeitas.
Entdo a partir dos dados assumidos encontra-se os

valores dos coeficientes a, e a, implementando-se

numericamente as equagdes, obtendo-se:

a,=- 2,662x10'5_ 19)
a, =4,228x10

Deste modo duas das condigbes (18) ndo sdo
satisfeitas pelo resultado obtido em (19). Pode-se
ainda observar que a equacao caracteristica possui
um coeficiente negativo na presenca de dois
coeficientes positivos (a; =1, a, <Oea, >0).

Portanto pelo critério de Routh Hurwitz, o
sistema (8) associado a0 movimento rotacional de
um satélite simétrico, sob a influéncia do torque de
gradiente de gravidade, para este caso em particular
NAO E ESTAVEL.

Pela tabela de Routh para este caso:

14 1 - 2,662x10° 4,23 10°°
13 4 - 5324 10°° 0

12 -133°10° 423 10°° 0

1t 12,697 0

1° 423 10°

Observa-se que ocorrem duas mudancas de
sinal na primeira coluna da tabela de Routh, o que
corresponde a duas raizes caracteristicas com parte
real positiva, que acarretam em instabilidade paraas

condi¢gBes assumidas neste caso particular.

[3] O. Costa Filho,

[6] C.

4 - Conclusao

A estabilidade de um sistera dinémico associado
ao movimento rotacional de um satdlite artificial
simétrico, sob a influéncia do torque de gradiente de
gravidade, foi analisada através do critério de Routh
Hurwitz. As equagbes do movimento rotacional
foram descritas pelas variaveis de Andoyer. Apés a
linearizagdo das equagdes do movimento, obteve-se a
equacdo caracteristica do sistema e determinou-se
quatro condigbes a serem satisfeitas para que o
sistema fosse considerado estével, através do critério
de estabilidade de Routh Hurwitz. Para um caso
particular verificou-se que duas das condigBes
necessrias nao eram satisfeitas, acarretando na
instabilidade do sistema, nas condic¢des assumidas.
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