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RESUMO

Na literatura, existem diversos trabalhos que estudam os efeitos da perturbacdo de um
terceiro corpo sobre um satélite. Alguns deles utilizam a hamiltoniana do sistema e
outros utilizam a funcdo perturbadora expressa em forma anadlitica. A presente
dissertacdo de mestrado tem o objetivo de desenvolver um estudo semi-analitico da
perturbacdo causada em um satélite por um terceiro corpo com o modelo de médias
simples. Comisso os termos de curto periodo do veiculo espacial podem ser eliminados.
Além disso, estudamos 0 comportamento de um satélite perturbado pela acéo conjunta
da Lua e do Sol, assumidos em Orbitas coplanares. Também realizamos uma breve
analise das variaveis ndo-singulares, bem como a sua aplicacdo em Orbitas equatoriais e
circulares. Diversos graficos mostram o comportamento dos elementos keplerianos das
Orbitas analisadas. Este trabalho possui uma aplicacéo importante no calculo dos efeitos
da perturbacdo da Lua e do Sol em satélites terrestres a grandes altitudes.






THIRD BODY PERTURBATION USING A SINGLE AVERAGED
MODEL

ABSTRACT

Severa papers can be found in the literature that study the effect of the third body
perturbation in a spacecraft. Some of them work with the Hamiltonian of the system and
some others with the disturbing function expressed in an analytic form. The present
master dissertation has the goal of developing a semi-analytical study of the
perturbation caused in a spacecraft by a third body, using a single averaged model to
eliminate the terms due to the short time periodic motion of the spacecraft. To the joint
perturbation of the Sun and the Moon is considered, assuming that their orbits are
coplanar. After that a set of nonsingular variables is used, ans its application in
equatorial and circular orbits is shown. Severa plots will show the time histories of the
keplerian elements of the orbits involved. One of the most important applications of the
present research is to calculate the effect of Lunar and Solar perturbations on high
altitude Earth satellites.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Os peguenos desvios que sofrem as Orbitas dos corpos celestes em relacdo a um
movimento kepleriano sdo devidos as perturbagdes orbitais. Estas forgas de perturbagéo
incluem os harmonicos do campo gravitacional terrestre (desvios em relagdo a uma
esfera perfeita), as atracOes gravitacionais da Lua e do Sol, o arrasto atmosférico, a
pressdo de radiacdo solar, radiacdo da Terra e do abedo, erros na aquisicdo e
reagquisicéo de dados, possiveis acoplamentos entre a dindmica de atitude e o controle,
interacdo com as cargas elétricas do meio ambiente, tais como 0s raios césmicos e o
campo magnético terrestre, etc. Para os satélites naturais com grandes massas, Como 0S
satélites de Jlpiter e Saturno, a atragdo mutua entre os satélites € outra fonte de
perturbacdo. Quando inserimos as forcas de perturbacdo no modelo de forgas, as
solugdes das equagdes de movimento ndo podem ser expressas em equagdes com forma
fechada.

Diversos estudos foram realizados com respeito a0 movimento de um satélite artificial
perturbado por um terceiro corpo, existindo diversos formas de representar a funcéo
perturbadora. Desta forma, a maioria dos trabal hos existentes fazem um estudo analitico
ou semi-analitico das perturbacoes.

O presente trabalho tem como objetivo estudar a perturbacdo de um satélite artificial de
forma semi—analitica. Para atingir esse objetivo, realizamos o cdlculo das médias
simples sobre a funcéo perturbadora eliminando os termos de curto periodo do
movimento do corpo perturbado, mostrando o comportamento dos elementos orbitais
devido a essa influéncia. Estas andlises sdo complementadas com um estudo sobre o
comportamento das variaveis ndo-singulares, aplicando sobre elas 0 modelo de média
simples.

No presente trabalho nosso objetivo € estudar a perturbacéo devida ao terceiro corpo

utilizando modelos de médias simples. Além de estudar perturbacao, faremos uma
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andlise da perturbacdo conjunta devida a Lua e ao Sol. A seguir, analisaremos a
variacdo dos elementos orbitais no caso em que as equacdes de movimento apresentam

singularidades (excentricidade e/ou inclinacdo préximos de zero).

1.1 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho esta dividido em sete capitulos, sendo o primeiro o correspondente a

introducdo, os objetivos e a organizagao.

O Capitulo 2 faz uma apresentacdo do problema, fazendo uma mencéo breve dos
principais trabalhos feitos utilizando o modelo das médias duplas e uma revisdo
bibliografica dos principais trabalhos desenvolvidos no estudo da perturbacdo do

terceiro corpo e perturbacdo conjuntas da Lua e do Sol.

O Capitulo 3 mostra as equactes utilizadas no desenvolvimento da funcdo perturbadora

devido ao terceiro corpo e seu uso nas equactes planetarias de Lagrange.

Depois disso estudaremos no Capitulo 4, a perturbacdo devido ao terceiro corpo
analisando o comportamento dos diversos elementos orbitais (apresentaremos dois
casos para a perturbacdo da Lua e um caso para a perturbacdo do Sol). Além disso,
validaremos nosso modelo de médias smples. Para isso utilizaremos o modelo de
médias duplas, fazendo uma andlise de forma qualitativa e quantitativa utilizando o
método gréfico. A parte fina do presente capitulo é dedicada ao estudo das Orbitas
polares e as orbitas retrogradas, analisando o comportamento dos diversos elementos

orbitais.
No Capitulo 5, faremos alguns testes com respeito a perturbacdo devida ao conjunto Lua

e Sol, onde mostraremos 0 desenvolvimento das funcgdes perturbadoras devidas ao Sol e

aLua. Analisaremos em seguida o comportamento dos diversos elementos orbitais.
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Até o Capitulo 5 trabalhamos com valores da inclinagdo e da excentricidade, que
estgjam distantes dos valores singulares. No Capitulo 6, fazemos um estudo das
singularidades estudando principa mente as Orbitas circulares, Orbitas equatoriais e as
Orbitas quase circulares e equatoriais. Todas estas simulacdes sdo feitas do ponto de

vista do modelo das médias simples.

O Capitulo 7 é dedicado as conclusdes e sugestbes para futuros trabalhos

complementares.

Na sec&o de apéndices temos os resultados mostrados abai xo.

No Apéndice A fazemos uma curta demonstracéo de que a partir do estudo do problema
de dois corpos com perturbacéo é possivel chegar a funcéo perturbadora utilizada ao

longo do presente trabal ho.

No Apéndice B obtemos certas relacBes angulares que serdo utilizadas ao longo do
presente trabalho. 1sso permite encontrar uma relacéo entre 0s raios vetores expressos
em funcdo dos elementos orbitais.

O Apéndice C é dedicado ao célculo das médias da funcdo perturbadora expandida em

polindmios de Legendre.

No Apéndice D fazemos a transformacdo de varidvels orbitais para representar o

problema em varidveis ndo-singulares.

O método das médias, aém da aplicacdo feita no presente trabalho, pode-se estender a
outros estudos. Um aspecto forte € que para a sua aplicagdo ndo é necesséria nenhuma
consideracdo de conservacdo da forca, sendo um método apréximado para estudar
sistemas dindmicos perturbados por forcas que podem ou ndo ser conservativas. O

ponto principal € que a funcdo deve satisfazer o método das médias. Desta forma, a
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técnica aplica-se a sistemas dindmicos com uma ou mais variavels fixas, mas também é

aplicavel ao estudo do movimento de atitude de um satélite.
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CAPITULO 2
FORMULACAO DO PROBLEMA E REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 DEFINICAO DO PROBLEMA

A presenca da Lua e do Sol resulta numa significativa perturbacdo dos satélites

geossincronos. O principal efeito € o movimento do plano orbital.

As andlises da perturbacdo Lua-Sol sobre satélites artificiais tem suas raizes nos
trabalhos classicos sobre teoria Lunar. As perturbacbes na excentricidade e na
inclinacdo com respeito ao plano da 6rbita do corpo perturbador, podem ser maiores no
caso de satélites artificiais, precisando-se de novas pesquisas. Um pioneiro nestes
estudos foi Kozai (1959), que mostrou a possibilidade de reducfes drasticas no tempo
de vida de um veiculo espacia devido a atracéo da Lua e do Sol sobre satélites artificias

com Orbitas atamente excéntricas.

O estudo aqui desenvolvido € uma continuacdo dos trabalhos de Broucke (1992) e de
Prado (2002a), que fizeram o estudo desse problema considerando modelos de dupla
média, ou sgja, médias em relacdo aos termos de curto periodo do corpo perturbado e
com relacdo a anomalia média Mcdo corpo perturbador, com expansdes da funcéo
perturbadora em polindmios de Legendre para a segunda e quarta ordens. Depois disso
também temos o trabalho feito por Costa (1998), que realizou as expansdes da funcéo
perturbadora até a oitava ordem nos polindmios de Legendre. Estas pesquisas sdo
utilizadas para calcular o efeito de perturbacdes lunares e solares sobre satélites

terrestres de grande dltitude.

No presente trabalho, esse problema serd estudado utilizando modelos com médias
simples, ou sgja, a média sera cal culada somente em relacdo aos termos de curto periodo
do corpo perturbado. A razdo desse estudo esta na escala de tempo. Para tempos curtos
(da ordem de grandeza do periodo do corpo perturbado, usualmente um satélite)
nenhum modelo de média pode ser aplicado e é necessario estudar esse problema com

um modelo completo, do tipo “problema restrito de trés corpos’. Para tempos longos



(superior ao periodo do corpo perturbador, que usuamente € o Sol ou a Lua) o modelo
de dupla média é bastante interessante. Porém, para tempos intermediarios entre os
extremos considerados, passa a ser interessante a utilizacdo de um modelo de média
simples, onde a média € calculada em relacéo apenas ao corpo perturbado (satélite), que

possui um periodo menor.

O objetivo bésico desse trabalho é o estudo da evolucdo orbital do corpo perturbado, em
particular do comportamento de Orbitas quase circulares, principamente em termos da
manutencdo do semi-eixo maior, da excentricidade e da inclinagdo dentro de certos
limites préfixados. O estudo introdutério dos demais pardmetros orbitais tem por

objetivo complementar esse trabalho e ndo faz parte dos objetivos bésicos.

Existem diversas aplicagbes importantes para esse tipo de pesquisa, tais como: anélise
de comportamento de orbitas inicialmente circulares, ou érbitas elipticas equatoriais,

evolucdo do perigeu de uma orbita eliptica genérica, etc.



2.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Diversos trabalhos estudaram, com abordagens diferentes, o tépico de perturbacdes de
um terceiro corpo. Um dos primeiros trabalhos encontrados na literatura € Spitzer
(1950), que usou os primeiros termos da teoria lunar de Hill-Brown para estudar esse
problema com a restricdo de excentricidades e inclinagbes pequenas entre oS corpos
perturbador e perturbado. Depois disso, Kozai (1959) desenvolveu 0s termos principais
seculares e de longo periodo da fungdo perturbadora devida & atragéo gravitaciona Lua-
Sol em termos dos elementos orbitais do satélite, do Sol e da Lua. Blitzer (1959) obteve
estimativas das perturbacfes do conjunto Lua-Sol usando métodos de mecéanica
classica, porém somente para 0s termos seculares. Na sequéncia, Moe (1960) utilizou as
equacles planetarias de Lagrange em um sistema ce coordenadas com um eixo na

direcéo do vetor momento angular do corpo perturbador.

Uma das primeiras pesguisas nas perturbacdes luni-solares de satélites sincronos foi
feita por Senhal (1961), que pesquisou os efeitos individuais de vérios termos
perturbadores utilizando uma aproximacdo numérica. Frick e Garber (1962), através de
andises linearizadas, mostram que o resultado da atracdo luni-solar € um desvio do

plano com peguenas oscilagoes.

Além disso, Musen (1961) determina as perturbactes de longo periodo causadas pela
Lua e pelo Sol no movimento de um satélite artificial. Um primeiro método esta
baseado na teoria de Gauss para um estudo numérico dos efeitos de longo periodo em
movimento planetério, o qual é aplicado a satélites artificiais. O segundo método é
baseado no desenvolvimento da funcéo perturbadora em termos dos polinémios de
Legendre. O mesmo Musen (1963) desenvolve novos trabalhos aplicando o método de
Halphen as perturbacfes seculares planetarias, sendo possivel aplicar esse método ao

estudo dos efeitos de longo periodo da Lua no movimento de satélites artificiais.
Cook (1962) também utilizou as equacbes planetarias de Lagrange para obter

expressdes para a variagdo dos elementos orbitais durante uma revolugdo do satélite e

para a taxa de variacdo dos mesmos. Nesse mesmo ano, Kaula (1962) derivou termos
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gerais da funcdo perturbadora para a perturbacdo luni-solar, utilizando elementos
equatoriais para a Lua e o Sol, mas ndo forneceu um algoritmo definitivo para os

calculos.

A estabilidade orbital de dois satélites com periodos de 24 horas sujeito a perturbacéo
do Sol e da Lua é estudada por Martyrnko (1967). Posteriormente, Giacaglia et al.
(1970) apresenta uma teoria semi-analitica para 0 movimento de um satélite em torno
da Lua, incluindo a forca gravitacional da Lua, Terra, Sol e a ndo-esfericidade da Lua.
Os termos com periodos curtos e intermediarios sao determinados pelo método de Von

Zeipel e as perturbacbes seculares por integracdo numeérica das equacdes de movimento.

Nos anos 70, esse assunto voltou a ser estudado. Zee (1972) andlisa os efeitos da atracéo
luni-solar. Ele empregou um método assintético de aproximacdes de mono-freqliéncia
da mecénica ndo-linear. Ele encontrou resultados considerando que a Terra, o0 Sol e a
Lua sdo coplanares e se movem em Orbitas circulares. Vashkovjak (1973) inseriu 0s
efeitos luni- solares na sua aproximagdo semi—analitica. Richardson (1976) refinou os
trabalhos anteriores considerando uma aproximagdo de segunda ordem da Lua e
considerou 0 movimento eliptico do Sol proximo do baricentro do sistema Terra—Lua.
Giacaglia (1973) obteve a funcdo perturbadora para a perturbacdo da Lua usando
elementos eclipticos para a Lua e elementos equatoriais para o satélite. Foram
calculados termos seculares, de longo e de curto periodos e eles foram expressos de

forma fechada.

Outro trabalho é de Koza (1973), que desenvolveu um método aternativo para o
célculo das perturbacfes luni-solares. A funcdo perturbadora foi expressa em termos dos
elementos orbitais do satélite e das coordenadas geocéntricas do Sol e da Lua Os
termos seculares e de longo periodo sdo derivados por integracdo numeérica e os de curto
periodo sdo derivados analiticamente. Em outro estudo, Kame e Tibbits (1973)
estabeleceram a estabilidade relativa de uma orbita com 0 nodo ascendente sobre o

equindcio verna e inclinagdo aproximada de 7.5 graus.
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A seguir, Cok (1978) calcula as perturbacdes da Lua sobre um satélite em Orbita ao
redor da Terra, sendo estas perturbacdes ocasionadas pel os desvios da Lua com respeito
a sua orbita aproximada. Para isso utilizou a teoria lunar de Brown. Posteriormente
Kaufman, Alfriend e Dasenbrock (1978) aplicam a teoria da perturbacdo ao problema
de Vinti (estudo do movimento de um corpo ao redor de um esferéide achatado), ao
considerar os efeitos da Lua e do Sol. O problema € formulado no espaco de fase
inserindo  um novo conjunto de variavels independentes. O objetivo é o
desenvolvimento dos termos de segunda ordem seculares e de primeira ordem

periddicos.

Na década seguinte, Hough (1981), estudou os efeitos da perturbacdo luni-solar em
Orbitas préximas das inclinacfes de 63,4° e 116,6° (criticas do ponto de vista do
geopotencial da Terra) e concluiu que os efeitos sdo significativos em altas altitudes,
achando variagfes de grandes periodos na distancia do perigeu e na localizaggo angular
do mesmo. Além disso, a posicéo do perigeu ndo € variada pelo achatamento da Terra
préxima & inclinagdo critica, onde o perigeu ressonante € causado pelas forcas de
gravitacdo norte-sul e devido a distor¢éo da Terra, da Lua, e do Sol. Lane (1989) faz o
estudo das perturbacdes lunares sobre um satdlite artificial terrestre considerando um
modelo analitico. Este estudo dos efeitos gravitacionais da Lua sobre o satélite
considera dois aspectos, primeiro uma expansdo em séries da inclinagdo e da

excentricidade da Lua e do satélite e o outro considerando o método das médias.

Na década de noventa, Delhaise e Morbidelli (1993) voltariam a estudar efeitos luni-
solares e a inclinagdo critica, mas desta vez aplicada aos satélites geossincronos.
Analisando os harménicos formados pelas combinacdes da longitude do nodo da Lua e
do Sol, encontrando que os termos harmonicos ndo produzem ressonancia. Numa
segunda aproximacao obtémse a média sob a hamiltoniana aplicada aos termos ndo-
ressonantes, encontrando que o principa efeito das atracbes do Sol e da Lua
comparadas a atracdo terrestre € um forte incremento na amplitude de libragdo da
inclinacdo e um decréscimo do periodo de libracdo. Outro trabalho sobre os efeitos dos

grandes termos sobre um satélite em orbita lunar foi de D'avanzo, Teofilatto, Ulivieri



(1997), que consideraram ateoria de perturbagéo até a primeira ordem, trabalhando com
os harmbnicos zonais da Lua da mesma ordem de grandeza que J. Em particular,
acharam as Orbitas congeladas, cujos parametros tendem a desaparecer ao longo do
tempo. A seguir Steichen (1998) expande a funcéo perturbadora com respeito aos
pequenos parametros, inserindo uma teoria semi—analitica do movimento da Lua com
respeito a Terra e a libragdo do plano equatoria da Lua. Além disso, as variaves
canbnicas de Poincaré levam as equacdes a formas fechadas com singularidades em e =
O oui = 0. Voltando as perturbaces lunisolares, Breiter (1999) estuda os efeitos na
ressonancia dos apsides para satélites de baixa altitude determinando as excentricidades
ressonantes entre 0 movimento secular de um satélite em orbita terrestre e as longitudes
da Lua e do Sol, esse estudo é feito em uma forma hamiltoniana. O problema é
aproximado pelos harmonicos zonais de segunda ordem e por uma aproximagao do tipo
Hill para os corpos perturbadores. Para cada ressonancia séo determinadas as variacoes
maximas da excentricidade, sendo as ressonancias de origem solar mais fortes que as

lunares.

Todos esses trabalhos apresentam contribuic¢bes fundamentais na area e possuem um
enfoque bastante analitico, ricos em derivagdes de equactes. No presente trabalho sera
buscado um enfoque mais numérico, visando complementar a literatura existente. Mais
recentemente surgiram trabalhos mais voltados para resultados e comparacoes
numeéricas como o trabalho feito por Prado (2002a), que estuda a perturbacdo de um
terceiro corpo sobre um satélite fazendo um estudo analitico e numérico. Esse trabaho
faz também uma aplicacdo no estudo das perturbacdes da Lua e do Sol sobre satélites
em grandes dtitudes. Este estudo é estendido a evolucdo de Orbitas sobre os satélites
naturais do nosso sistema Solar, fornecendo as condigdes que devem ser cumpridas para
gue as Orbitas quase circulares permanegam quase circulares. Este trabalho faz o estudo
do movimento de um satélite com um modelo analitico de dupla média com a funcéo
perturbadora expandida em polindmios de Legendre. Esta dupla média € aplicada aos
termos de curto periodo do satélite e a anomalia média do corpo perturbador, e pode-se

construir curvas suaves gue mostram a evolugéo dos elementos orbitais para grandes



periodos de tempo. Essa mesma técnica foi aplicada para érbitas retrogradas em Prado
(2002h).






CAPITULO 3

MODELO MATEMATICO DA PERTURBACAO DO TERCEIRO CORPO

Desenvolveremos o trabalho feito por Broucke (1992), o qual utiliza uma forma geral
para a fungdo perturbadora do terceiro corpo truncada apos o termo de segunda ordem
na expansdo polinomial e Legendre. Nosso trabalho extende-se até a quarta ordem.
Para efetuar a média com relagcdo aos termos de curto periodo do corpo perturbado foi
considerada a hipétese de que o corpo perturbador se encontra a uma distancia muito

maior em relacdo ao corpo certral do que o corpo perturbado (ver Figura3.1).

Fig. 3.1 - llustracéo da Perturbac&o do Terceiro Corpo.

A funcéo perturbadora utilizada é dada por:

R = mG(m,+m")

\/r2+r'2-2rr'Cos(S)

(3.1)

Sendo S o éangulo entre os raios vetores dos corpos perturbador e perturbado.
Assumindo r' >> r e expandindo R em polindmios de Legendre em funcdo de r' e'r,

temos:
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r ="M M8 (Ly P (costs)) (32)

Voltando a Figura 3.1, temos que r' € o raio vetor apontando do corpo central ao corpo

perturbador; my; é a massa do corpo central; n € o movimento médio do corpo
perturbado, obtido através da Lei de Kepler, n®a®*=Gm,; a, €, i, w, W sdo os elementos
orbitais do corpo perturbado, n' € o movimento médio do corpo perturbador em seu
movimento em torno de m,,, obtido de n€a¢=G(m,+m9; r é o raio vetor do corpo
perturbado (assumiremos que r' >> r); m é a massa do corpo perturbado; md é a massa
do corpo perturbador; e, pela utilizagdo de unidades canbnicas, n = L‘.
mg + m¢

A partir da Equagdo (3.2) vamos executar 0 desenvolvimento da fungdo perturbadora

para as diversas ordens do polindmio de Legendre, em funcdo der' er.

Desenvolvendo o funcdo perturbadora em polindmios de Legendre até a segunda ordem,

temos.
R, =K 2(%)2[3COSZ(S)- 1] (3.3)
Onde:
K, =)yl (34)
r 2

Definiremos as quantidades a =#P e b=7.Q, onde i'é um vetor unit&rio dirigido
desde o corpo central até o corpo perturbador. O ponto representa o produto escalar dos
dois vetores. P e Q s80 vetores da base do sistema perifocal, com P apontando para o

peridpside. Usando arelacdo entre o angulo S e a anomalia verdadeira do satélite temos
(Broucke, 1992):

Cos(S)=aCos(f) +bSen(f) (3.5



Além disso, para o caso especia de oOrbita circular para o corpo perturbador obtém-se a
seguinte relacdo (ver Apéndice B):
a = Cos(w)Cos(W- M") - Cos(i)Sen(w)Sen(W- M") (3.6)
b =- Sen(w)Cos(W- M") - Cos(i)Cos(w)Sen(W- M") (3.7

f: anomalia verdadeira do veiculo espacial.

Lembrando que o corpo perturbador estda em uma Orbita circular, entdo f(= M
Considerando as Equagbes 3.7 e 3.6, e utilizando-as em na Equagdo 3.5 e depois

levando em conta a Equacéo 3.3 temos que:

R, =K ,(1)2[3a2Cos?(f) + 6a bCos(f )Sen(f ) + 302Sen? () - 1] (38)
a
Onde a media é calculada a partir da expressao (0s calculos sdo mostrados no Apéndice

O):

2p

1
<G> =— (f5dM (3.9)
2p 063
Elimina-se entdo, apds a média ssimples (em relacdo ao corpo perturbado), os termos de

curto periodo do movimento do corpo perturbado.

A média sera feita pela definicdo usual, mostrada pela Equacdo (3.9). Para isso

usaremos as seguintes igualdades conhecidas da M ecanica Cel este:

(1- €)

Sen(f) = TOS(E)SQIW(E)
_ Cog(E)- e

(rg) =1- eCos(E)
dM =(1- eCogE))dE



Desta forma, efetuando as médias na Equacéo (3.8) temos:
<R, > = K, P71+ 47 +b°(1- &)~ (+e) (3.11)
"2 g 3 H

Continuando a expansdo da funcdo perturbadora em polinbmios de Legendre até a

terceira ordem e considerando as Equagbes 3.5, 3.6, 3.7, temos:

R, =K 3(%)3[5(aSCos3 (f) + 3a°bCos*(f )Sen(f ) +

(3.12)
3a b’Cos(f )Sen’(f ) + b°’Sen’(f ) - 3aCos(f) - 3bSen(f)]
Aonde
Ky=a®(n')(5)° (313)
r'’r
Apos do calculo das médias temos:
3412 1 2 3 2 2 2 _
<R,> = m;aln (3')4[15ae(4é+3e ) 25a e(;3+4e )+ 75ab Z(e 1)] (3.14)
r

Agora faremos a expansdo da funcdo perturbadora em polindbmios de Legendre até a

guarta ordem, obtemos:

R, = K4(ia)4[35c:os4 (S)- 30Cos?(S) + 3] (3.15)
Onde
apne s I
R (3.16)

Das Equages 3.5, 3.6, 3.7 temos:

R, =K 4(La)“[35(a(305(f) +bSen(f))* - 30(aCos(f) + bSen(f))? + 3] (3.17)



Apos do calculo das médias obtemos:

o [(8+40e* +15%)- 10a?(4+41e® +18e*) + 35a**

(1+12e* +8e*) - 10b%(4- € - 3e")+70a’b?(1+ 5” - 6e*) + 35b"(e? - 1)?]

<R4>:

A partir das fungdes perturbadoras, obtémse as equacdes do movimento do corpo

perturbado através das equacdes planetérias de Lagrange (Taff, 1985):

da_ 2 fR (3.20)
d nafM

. @ JPEN"
de_1-€ TR (1- &))* IR (321
d na’eIM, na’e Tw

- Cos(i VA
W , Cos() IR & ez) R (3.22)
dt  Sen(i)[ma(l- €)% i  na’e fe
di _ Cos(i) IR 1 IR
—= , p— , (323
dt  Sen(i)[ma(l- €))% w  Sen(i)[ma(l- )] TW
w. : : TR (3.24)
dt  Sen(i)[ma(l- €*)]” Ti
2

am 1'? TR_21R (3.25)
at na‘e e na fa

Essas equacOes estéo baseadas no conceito de orbitas osculadoras (a qual da origem ao
conceito de elementos instantareos). Esta orbita osculadora aparece pelas retificagdes
gue sofre a Orbita. Assim os elementos orbitais tem um claro significado fisico, as
variaches que experimentam essas variaveis devidas aos efeitos da perturbacdo séo
faceis de serem observadas. E possivel restringir, em uma primeira aproximagdo, as
forcas perturbadoras, as quais podem ser derivadas a partir de uma funcéo potencia. O

negativo desse potencial fornece a funcéo perturbadora.
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CAPITULO 4

RESULTADOS PARA A PERTURBACAO DO TERCEIRO CORPO

Considerando a expansdo da fungdo perturbadora até a quarta ordem nos polinémios de
Legendre e o modelo de médias simples, encontraremos os efeitos perturbadores de um
terceiro corpo sobre a Orbita de um satélite em Orbita terrestre. Num primeiro caso

consideraremos o corpo perturbador a Lua.

Faremos as simulagfes para diferentes altitudes e realizaremos a variagdo na inclinacéo
inicia da orbita. Desta forma consideraremos um satélite em Orbita terrestre com um
semi-eixo maior de 0.341 unidades candnicas de comprimento. A seguir consideraremos
um satélite em Orbita terrestre em uma altitude geossincrona de semi-eixo maior 0.110
unidades canbnicas de comprimento, e por Ultimo estudaremos a 6rbita de um satélite
com semi-eixo maior de 0.07 unidades candnicas perturbado pelo Sol. Essas simulactes

sdo feitas considerando mudangas na inclinacdo inicial.

A escala de tempo utilizada em unidades canbnicas considera o periodo do corpo
perturbador (a Lua) como 2p o qua equivale a 27.321 dias. A Tabela 4.1 mostra os

valores do semi-eixo maior e do periodo das 6rbitas consideradas.

TABELA 4.1 -SEMI-EIXO MAIOR E PERIODOS EXPRESSOS EM
UNIDADES CANONICAS

Semi-eixo maior Semi-eixo maior Periodo (dias) Periodo (unidades
(Km) (unidades canénicas) candnicas)
384400 1 27.322° 2p
131080 0.341 5.435 1.25
42284 0.110 1.087 0.25
26908 0.07 0.478 0.11

* Dados extraidos do livro do Danby (1989), pagina 430.




4.1 SSIMULACAO DA PERTURBACAO DA LUA

Inicialmente vamos efetuar a andise da inclinagdo e da excentricidade. Os resultados
obtidos nesta se¢éo sdo baseados na expansdo da funcéo perturbadora em polindbmios de

Legendre até a quarta ordem, considerando o modelo de médias simples.

E importante encontrar as condigdes para que um veiculo espacia que esta em uma
oOrbita quase circular em torno do corpo principal, permaneca numa orbita quase circular

depois de um certo tempo. Esta condicdo depende dainclinagdo inicial.

Se ainclinacdo é maior que a inclinacdo critica as orbitas inicialmente quase circulares
chegam a ficar muito elipticas depois de agum tempo. De forma contr&ria, se a
inclinagdo € menor que a inclinagdo critica, as Orbitas permanecem quase circulares.
Assim sendo, se desgiamos Orbitas quase circulares por longos periodos, temos que

escolher Orbitas com inclinac&o inicial abaixo dainclinacéo critica.

Mais adiante faremos andlises da inclinagdo e da excentricidade para um amplo
intervalo de valores iniciais da inclinagdo que vai desde 0 até 80 graus. As andlises para
as regides abaixo da inclinagdo critica mostram que a inclinagdo permanece no seu valor
inicial, pois pelas escalas utilizadas ndo podemos observar as pequenas oscilagbes. Para
os valores da inclinagdo inicia ligeiramente acima do angulo critico (alguns graus), a
inclinacdo inicia no seu valor inicial decrescendo até o valor critico e depois retorna ao
seu valor original. Para os vaores da inclinagdo inicial acima do angulo critico as
excentricidades oscilam com grandes amplitudes, porém a inclinacdo conserva seu
cléssico comportamento de iniciar no valor pré-fixado e decrescer até seu valor critico,
voltando depois ao seu valor origina. Esse comportamento se repete num ciclo sem fim.
Além disso, o tempo requerido para atingir o valor critico decresce com o incremento da

inclinagdo inicial.



O angulo critico estarelacionado ao comportamento dos elementos orbitais. No presente
trabalho sempre desgjamos que os elementos orbitais ndo se aterem de forma

significativa, permanecendo proximos aos seus valores nominais.

Esse fato acontece de forma semelhante aos efeitos dos termos J para as oOrbitas
afetadas pelo potencial da Terra. Neste caso, os valores dainclinagéo quando w =0 sdo
chamados de criticos, os quais ndo dependem do valor J, nem dos outros elementos

orbitais (sO dependem da inclinag&o).

Considerando a variagdo do argumento do perigeu para 0 modelo de dupla média, e
considerando a funcdo perturbadora expandida em polindmios de Legendre até a

segunda ordem temos (Prado, 2002a):

dw _ 3mn'*
dt gni1- &
amin'?a?1- &
32.768a'%n
2C .e°Cos(4w)]

[(5Cos?(i) - 1+€?)+5(1- € - Cos?(i))Cos(2w)] +

[5C, +C,Cos(2w) + % C,e” +C.e’Cos(2w) + (4.1)

Onde € necessério também que i'=€ =0, pela presenca de e e i na Equacdo 4.1, temos
(Prado, 20024):

12 _ Qa2 12,2 [1_ a2
d_e:15mn evl- e Senz(i)Sen(Zw)+9mn a«/% e
dt 8n 65.536a'“ n

C.e’Sen(2w) + 4C .€°Sen(4w)]

[2C ,eSen(2w) + 42)

di _ 15mn'2ey1-

2 12 42 H
© Sen?(i)Sen(2w) - min’”a"Cos(i) 2C.e**
ot 16n 65.536a % ny/1- e2Sen(i) (4.3)

Sen(2w) + C ,&*Sen(2w) + 4C .e* Sen(4w)]

Onde:



C, =144+ 320Cos(2i) + 560Cos(4i)

C,=5C,
C, = 1680+ 224Cos(2i) - 3920Cos(4i)
c,=Sc, (4.4)
8
— C3
> 2

C, = 4410- 5880C0s(2) + 1470Cos(4i)
Para satisfazer as EquacOes 4.3 e 4.2 é necess&rio que Sen(2w) = 0, o que implica que
Cos(2w) = + 1. Se consideramos que a solucéo € Cos(2w) = 1, entdo e= 1, oqua
traz como consequéncia que a Orbita inicialmente quase-circular se converte em
parabolica. Caso isto acontega o0 semi-eixo maior fica indefinido. Agora se

Cos(2w) = -1, temosque w= 90° ou w= 270°. Uma condic&o é ento:

5Cos?(i) + € - 5+ 5? +5C0s?(i) =0

e?=1- ZCosz(i) (49

Esta é a relacdo entre a inclinacdo e a excentricidade que permite a existéncia das
oOrbitas congeladas. Da Equacdo 45 a condicdo Cos’(i) < % € obtida. Esta condicéo

nos fornece o valor do angulo critico, devido arestricdo e* > 0.

Fazendo andlises para a = 0.341, a Figura 4.1 mostra a evolucéo tempora da inclinagdo
para vaores iniciais menores que a inclinagéo critica, as 6000 unidades canbnicas de
tempo representam aproximadamente 71 anos. Os resultados mostram que elas
permanecem praticamente constantes. Isso € conseqiéncia da escala utilizada (ver
Figura 4.6). A Figura 4.2 apresenta a evolugao com respeito ao tempo da inclinagéo
para valores da inclinagdo inicial maiores que a inclinacéo critica, no qual se mostra o
tipico comportamento da inclinacdo. Devemos observar que a medida que a inclinacéo

inicial aumenta, o tempo requerido para atingir o angulo critico € menor.
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As simulagdes feitas para a = 0.110 apresentam 0 mesmo comportamento (ver Figuras
4.3 e 4.4), onde a escala de tempo utilizada de 30000 unidades candnicas representam
aproximadamente 357 anos. Mostra-se que o efeito € maior quando o satélite esta mais

proximo do corpo perturbador pois as variagdes acontecem num tempo menor.
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Fig. 4.3 - Evolucao tempora dainclinagdo para a(0) = 0.110 e i(0) < .
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Fig. 4.4 - Evolucéo temporal dainclinagéo para a(0) = 0.110 ei(0) > i.



A Figura 4.5 mostra o comportamento da inclinagdo para valores iniciais proximos da
inclinacdo critica. Pela escala utilizada s6 podemos observar as variagbes que
experimentam os angulos de 40 e 43 graus, embora para 38 graus existam pequenas
variagdes na amplitude (ver Figura 4.6). Podemos estudar estes comportamentos

mudando a escala. Lembremos que essa inclinagéo € menor que ainclinagdo critica (ic »

39 graus), obtido de Cos*(i) = g

A Figura 4.6 ilustra bem a diferenca entre os modelos de média simples e dupla. O
modelo de dupla média teria como resultado uma linha continua. No caso da
excentricidade, para érbitas com a = 0.341, podemos ver que com inclinagfes iniciais
menores que a inclinacdo critica é possivel observar sua evolucdo com respeito ao

tempo.

Para 30 graus (ver Figura 4.7) existe uma amplitude de 0.008 embora conforme o
angulo diminue, as amplitudes também diminuem. Para 20 graus a amplitude é de 0.003
e para 10 graus a amplitude é de 0.002. A escaa utilizada ndo permite andlisar a
evolucdo para 1 grau, ela &€ mostrada separadamente na Figura 4.8, onde as simulagdes

mostram as pequenas oscilages existentes.
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Porém, as excentricidades cujas inclinagles iniciais estdo acima da inclinagdo critica
mostram grandes variagbes. Por exemplo na Figura 4.2, para i(0) = 45 graus, a
amplitude é de 0.49. Conforme o0 angulo aumenta as amplitudes também aumentam,
conforme mostrado no caso de i(0) = 70 graus cuja amplitude é de 0.89. Devemos levar
em consideragdo que, quando essas curvas atingem suas maximas amplitudes, as

inclinagdes atingem seus valores criticos (ver Figuras 4.2 e 4.10).
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Fig. 4.9 - Evolucdo temporal da excentricidade paraa(0) = 0.110 ei(0) < i.

Nas simulagdes para a = 0.110 (Figura 4.9), observa-se pela escala considerada que a
excentricidade, para uma inclinagdo inicial de 1 grau, ndo mostra mudancas
consideraveis. Porém, para 30 graus, 20 graus e 10 graus, existem oscilacOes de
pequenas amplitudes (0.006, 0.002, 0.0005, respectivamente). E possivel fazer uma
comparacdo com a Figura 4.7 e observar que, quando o satélite estd mais proximo do
corpo perturbador, os efeitos sd0 maiores e a excentricidade apresenta uma maior

amplitude de variagéo.
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Fig. 4.11 - Evolucao temporal da excentricidade paraa(0) = 0.110 ei(0) > i.



Nas andlises das inclinagdes proximas dainclinagdo critica nota-se um forte incremento
nas amplitudes das variagdes da excentricidade. A Figura 4.12 mostra a evolucdo
temporal dessas excentricidades. Desta forma, para i(0) = 38 graus temos uma
amplitude de 0.040, para i(0) = 40 graus temos uma amplitude de 0.08 e a partir dai
existe um forte incremento na amplitude, como por exemplo para i(0) = 43 graus, onde
aamplitude é de 0.25.

0.4 —

43 graus

0.3 —

0.2 —

EXCENTRICIDADE

0.1 —

38 graus

TEMPO

Fig. 4.12 - Evolucéo temporal da excentricidade para a(0) = 0.110 e inclinagtes

proximas de ic.

O comportamento tipico, ou sgja o fato de que o aumento da inclinacdo inicial aumenta
as amplitudes de variag@o da excentricidade, mostra-se também na Figura 4.12, pois as

amplitudes sGo menores do que as mostradas na Figura 4.11.

E possivel analisar os comportamentos da inclinagdo e da excentricidade pelo estudo

das equagbes de movimento. Desta forma, a magnitude da derivada da excentricidade €

é dependente de eVl- e’ . Estes coeficientes afetam as expressdes senoidais e



cosenoidaisde w, W, t, i. Estetermo cresce com aexcentricidade a partir de e = 0.01
devido a presenca de e. Depois que o0 valor maximo é atingido (proximo de 1), esse

termo comega a decrescer devido & presencade +/1- e*. O comportamento oscilatério

deve-se a presenca das fungdes senoidais e cosenoidais. A analise pode ser feitatambém

paraaderivadadainclinagdoi'. Est4 quantidade tem duas partes, a primeira relacionada
com (cotgi)(e/+/1- €) e a segunda com (cosseci)(1/+/1- €). Porém, estes
coeficientes afetam as expressdes senoidais e cosenoidais de w, W, t, i. Destaforma,

estes termos originam o tipico comportamento de regiGes de inclinagdo constante

aternadas com agudos crescimentos e decrescimentos. Além disso, o termo V1- e°,
gue aparece neste caso de forma inversa, justifica 0 comportamento observado que,
guando a excentricidade atinge sua maxima amplitude a inclinagdo atinge seu valor

critico (minimo).

A seguir faremos a andlise do argumento do perigeu. Esta parte da andlise sera feita para
um satélite em Orbita terrestre com um semi-eixo maior idea de 0.341 unidades
candnicas de comprimento. Desta forma, para tempos pequenos eles apresentam um

comportamento secular e oscilatério.

Para uma escala de tempo maior (ver Figura 4.13), e para inclinagdes iniciais abaixo da
inclinagdo critica, existe um claro comportamento secular. Conforme a inclinagdo inicia
se gproxima do vaor critico, se pode mostrar o forte comportamento secular e

oscilatorio (ver Figura4.14).

Ao redlizar a superposicdo dos graficos para inclinagdes menores que a inclinagdo
critica, observa-se que quando a inclinacdo inicial € menor o argumento do perigeu

sofre uma maior variagdo com respeito ao tempo (Figura 4.13).
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Estas variagbes tem um comportamento inverso para inclinagdes iniciais acima do valor
critico. A partir da Figura 4.14 observa-se que, para tempos maiores que 1400 unidades

canonicas, elevados valores iniciais da inclinacdo apresentam evolugdo temporal mais



rapida, embora pelas oscilaces que eles apresentam, existem regides onde os gréficos

sdo fortemente superpostos.
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Fig. 4.15 - Evolucdo temporal do argumento do perigeu paraa(0) = 0.110 e i(0) < ic.

Nas simulagdes feitas considerando um semi-eixo maior de 0.110 unidades canbnicas de
comprimento, as inclinagdes iniciais abaixo da inclinagdo critica ainda apresentam o
comportamento tipico comentado anteriormente (Figuras 4.13 e 4.15). A escaa de
tempo utilizada de 30000 unidades candnicas mostra que, para valores inicias da
inclinagdo pequenos, existe uma variagdo maior no argumento do perigeu. Fazendo uma
comparagdo entre as Figuras 4.13 e 4.15 observa-se que, quando o satélite esta mais
préximo do corpo perturbador (neste caso a Luad), ele sofre uma maior variagdo no

argumento do perigeu.

As variacbes no argumento do perigeu continuam diminuindo a medida que as

inclinages iniciais estdo proximas dainclinagdo critica
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Fig. 4.16 - Evolucdo temporal do argumento do perigeu paraa(0) = 0.110 e i(0) > .

Redlizando as simulagbes para angulos proximos a inclinagdo critica, com 30000
unidades candnicas de tempo, nota-se que para ainclinacdo inicial de 38 graus atinge-se
um valor préximo de 229.18 graus, mas para i(0) = 40 graus, no mesmo tempo, atinge-
se um valor de 100.27 graus. O comportamento tipico mostra que, a medida que a
inclinagdo inicial aumenta, 0 argumento do perigeu apresenta um comportamento

secular e oscilatério.

Num tempo candnico de 25000 unidades a Figura 4.16 mostra 0 comportamento secular
e oscilatério do argumento do perigeu. Fazendo a comparacéo entre as Figuras 4.14 e
4.16 observa-se que a primeira atinge variagcbes maiores no argumento do perigeu para

uma escala de tempo menor.

A seguir vamos analisar a longitude do nodo ascendente. As figuras mostradas tem um
comportamento similar ao argumento do perigeu, nas simulagdes feitas para a = 0.341.
Nota-se que para os angul os pequenos (abaixo dainclinacdo critica) a longitude do nodo
apresenta uma maior regressdo (Figura 4.17). Além disso, pela escala utilizada, s6 é

possivel observar o comportamento secular.
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Fig. 4.17 - Evolucéo temporal dalongitude do nodo para a(0) = 0.341 ei(0) < i.
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Fig. 4.18 - Evolucao tempora dalongitude do nodo paraa(0) = 0.341 ei(0) > i.
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Para 6000 unidades canonicas de tempo e inclinagdes iniciais maiores que a inclinagdo
critica (Figura 4.18), existe um tipico comportamento secular e oscilatério. Além disso,
fazendo uma comparagdo entre as Figuras 4.18 e 4.2, os pontos de minimo nas
oscilagbes da longitude do nodo tem relacdo com as maximas amplitudes que atinge a
excentricidade (Figura 4.10) e com o descenso das curvas da inclinagéo, quando estéo
proximas da inclinag&o critica (Figura 4.18).

Fazendo uma analise para as situacfes aonde a inclinacdo inicial esta abaixo e proxima
ainclinacdo critica (a = 0.110), estas apresentam movimento retrogrado. E para valores
peguenos da inclinacdo inicial existe uma regressao maior com respeito ao tempo. Desta

forma, quando as inclinacBes iniciais crescem, a regressao disminui (Figura4.19).

Os angulos préximos a inclinacdo critica (38 graus, 40 graus e 43 graus) ndo apresentam
diferencas significativas nas primeiras 12000 unidades candnicas de tempo, nota-se
apenas que para 43 graus existe uma variagao retrograda maior na longitude do nodo.
Para angulos maiores que a inclinagdo critica (Figura 4.20) nota-se 0 tipico
comportamento secular e oscilatorio. Além disso, 0s pontos mais baixos dessas
oscilagbes acontecem no mesmo instante em que a excentricidade atinge sua maxima

amplitude e ainclinagdo chega a inclinagéo critica
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Fig. 4.19 - Evolugdo temporal da longitude do nodo paraa(0) = 0.110 ei(0) < ic.
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4.2 SSIMULACAO DA PERTURBACAO DO SOL

A seguir apresentaremos as simulagles feitas para a perturbagdo do terceiro corpo

considerando 0 Sol como o corpo perturbador (semi-eixo maior 389.25 unidades

candnicas de comprimento). Consideraremos um satélite posicionado numa Orbita com

semi-eixo maior de 0.07 unidades candnicas de comprimento, e mesmas caracteristicas

das smulagdes feitas para a perturbagdo da Lua, especiamente quanto as condicfes

iniciais. Os gréficos mostram o comportamento dos elementos orbitais para diversas

condi¢bes iniciais (variagdo dainclinacdo inicia).
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experimentam esses elementos orbitais quando a inclinacdo inicia estd proxima da
inclinagdo critica (para 35 graus) e quando estamos acima do valor critico (para 41
graus). A amplitude para a inclinagdo é muito pequena, aproximadamente de 0.109
graus, mas conforme atingimos o valor critico e consideramos valores acima dele a
amplitude chega a ser de 6.303 graus. Este comportamento da inclinagéo ocasiona o
comportamento da excentricidade onde, para i(0) = 35 graus (Figura 4.23) existe uma
amplitude de 0.035, porém para i(0) = 43 graus (Figura 4.24) existe uma amplitude de
0.39 e uma variacéo de quase 1000% .
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Fig. 425 - Evolugdo da inclinagdo e do Fig. 4.26 - Evolugdo da inclinagdo e do
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Fig. 427 - Evolugdo da inclinagdo e do Fig. 428 - Evolugdo da inclinagéo e do

argumento do perigeu (i(0) = argumento do perigeu (i(0) =
41 graus e 100 unidades 41 graus e 10° unidades
canonicas de tempo). canonicas de tempo).



As figuras anteriores mostram o comportamento da inclinagdo e do argumento do
perigeu. Elas mostram 0 comportamento da inclinacdo que foi analisado nos gréficos
4.21 e 422. Aqui mostramos 0 comportamento do argumento do perigeu, o qual é
secular e oscilatorio. Devemos lembrar que analisamos 0 comportamento da inclinacéo
para tempos grandes (200000 unidades candnicas ou 2382 anos). Se mostrassemos 0s
graficos representativos para tempos pequenos observariamos que ele estéa composto de
peguenas oscilagoes. Por isso, quando realizamos a simulagdo desses elementos para um
tempo de 100 unidades candnicas eles apresentam essas hélices, as quais evoluem ao
longo do tempo. Essas hélices representam o comportamento oscilatorio e secular dos
elementos keplerianos em estudo. Quando o tempo é maior (10° unidades canénicas)
observamos a superposicdo desses comportamentos (oscilatério e secular), onde
devemos reiterar que as Figuras 4.26 e 4.28 estdo compostas das hélices mostradas nas
Figuras4.25e4.27.
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Fig. 429 - Evolugdo da inclinagdo e da Fig. 4.30 - Evolugdo da inclinagdo e da

excentricidade (i(0) =35 graus excentricidade (i(0) =35 graus
e 4000 unidades canbnicas de e 50000 unidades canbnicas de
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Fig. 4.31 - Evolucdo da inclinacéo e da Fig. 4.32 - Evolucéo da inclinacdo e da

excentricidade (i(0) = 41 graus excentricidade (i(0) = 41 graus
e 4000 unidades canbnicas de e 50000 unidades canbnicas de
tempo). tempo).

As Figuras 4.29 a 4.32 mostram a evolucéo da inclinacdo e da excentricidade. Nelas
observamos que para tempos curtos (de 4000 unidades canbnicas) os gréficos sdo
formados por um conjunto de hélices, que tem relacdo com as oscilagcbes que
experimentam tanto a excentricidade como a inclinagdo para tempos curtos. Quando
fazemos as simulagdes para tempos maiores (de 50000 unidades canonicas), no plano
inclinagdo vs. excentricidade se observa que, quando a inclinagdo atinge seus valores
maximos a excentricidade atinge seus valores minimos. Este comportamento repete-se
ao longo do tempo (ver Figuras 4.21 a 4.24). Os resultados mostrados anteriormente s
foram considerados para inclinagfes abaixo e proximas da inclinagdo critica. A seguir
mostraremos alguns graficos referentes as simulagoes feitas para inclinacdes iniciais

maiores que ainclinacdo critica.
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Fig. 433 - Evolucdo da inclinagdo e do Fig. 4.34 - Evolugdo da inclinagdo e do

argumento do perigeu (i(0) = argumento do perigeu (i(0) =
45 graus e 200000 unidades 55 graus e 200000 unidades
canonicas de tempo). canonicas de tempo).

O comportamento da inclinago é o comportamento esperado. E constante durante um
certo intervalo de tempo, depois decresce até seu vaor critico, voltando a seguir ao seu
valor inicia. Pelo comportamento secular do argumento do perigeu esses graficos
evoluem ao longo do tempo (Figuras 4.33 e 4.34). Lembremos que os graficos
estudados em escala de tempo menores estdo formados por hélices que avangcam ao

longo do tempo.

Pode-se encontrar no plano inclinagdo vs. excentricidade uma série de figuras ausivas
ao comportamento desses elementos (Figura 4.35), encontrando uma série de curvas,
nas quais se ressalta que quando a inclinagdo esta no seu valor inicia, a excentricidade
estd no seu valor minimo. A partir dai acontece 0 comportamento ja estudado desses
elementos.



inclinagdo(Rad)

excentricidade

Fig. 4.35 - Evolucéo no plano inclinagéo vs excentricidade para angulos maiores que a

inclinagdo critica.

Deve-se lembrar que o comportamento tanto para a excentricidade como para a
inclinagdo ja foi analisado anteriormente, porque 0 comportamento € quase 0 mesmo,

sendo que as diferencas existentes sdo devidas a escala de tempo utilizada.

Nas discussdes das simulacdes anteriores, nds observamos que as solugdes perturbadas
a0 longo do tempo tem dois tipos de termos. i) aqueles que contém a variavel
independente diretamente, e ii) agueles que a contém como um argumento de uma
funcdo trigonométrica. Os primeiros sempre crescem com o tempo e sdo chamados
seculares. Os da segunda classe voltam ao seu valor original depois de uma revolucéo
ou uma fragdo, e so chamados periddicos. E importante ressaltar que para longos
tempos os termos seculares sdo predominantes, embora limitem a preciséo e o alcarce
da predicéo dateoria de perturbagdes, recebendo mais atencéo que os efeitos dos termos
periodicos. Deve-se esperar que os termos seculares de ordem maior sgjam geralmente
ndo lineares e a sequénciatotal pode tender a uma representacéo em séries de poténcias
de um termo periédico de um periodo muito longo e, possivelmente, com grandes

amplitudes.
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No caso das solugBes andliticas, uma primeira abordagem estima as forgas
perturbadoras nas coordenadas ndo perturbadas. Os primeiros resultados sdo
combinados com as coordenadas e um novo conjunto de valores iniciais é encontrado.

Assim, no inicio de cada subintervalo, ele absorve a perturbacdo acumulada para a

retificacdo da Orbita.



4.3 COMPARACAO ENTRE OS METODOS DE MEDIA SIMPLES E MEDIA
DUPLA

No presente traba ho utilizamos 0 método de média simples, sendo essa média realizada
com relacdo a anomalia média do veiculo perturbado, em nosso caso um satélite
artificial. Para 0 método de média dupla realiza- se novamente o célculo das médias com
relacdo a anomalia média do corpo perturbador, mantendo os demais elementos orbitais
constantes. 1sso é possivel devido a escala utilizada, dado que o periodo do satélite €
muito menor gque o periodo do corpo perturbador, e também é menor que as peguenas
oscilacBes dos elementos orbitais.

A seguir mostraremos aguns graficos que nos permitem andisar as diferencas e
similaridades entre os dois métodos. As simulagdes foram feitas para um satélite
localizado em uma ¢rbita idealizada de semi-eixo maior 0.341 unidades candnicas de
comprimento, e considerando as mesmas condig¢Oes iniciais utilizadas ao longo do

presente trabalho. Mostraremos os graficos com respeito as inclinagdes iniciais de 30 e
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Fig. 436 - Grafico comparativo da Fig. 4.37 Gréfico comparativo da
inclinagdo para i(0) = 30 inclinagdo para i(0) = 30
graus (6000 uct). (50 uct).
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Fig. 438 - Grafico comparativo da Fig. 4.39 - Gréfico comparativo da
inclinagdo para i(0) = 80 inclinagdo para i(0) = 80
graus (6000 uct) . graus (80 uct) .

Os gréficos mostrados apresentam o comportamento da inclinacéo, conforme obtidos
pelos métodos de média simples e duplas. Para ainclinagdo abaixo da inclinagéo critica
(30 graus) a Figura 4.36 mostra o comportamento para 6000 unidades canodnicas.

Observamos que, pela escala utilizada, o0 método de média simples mostra uma regiéo
repleta de oscilagdes, que atingem uma amplitude de aproximadamente 0.05729 graus.
Quando fazemos a superposicdo com o modelo de dupla média observa-se que estes
gréficos aparecem como uma envolvente dos graficos de médias simples. Podemos
justificar novamente que a anélise desejada depende do grau de precisdo requerida. Para
os tempos menores (Figura 4.37) mostra-se que a evolugdo temporal da inclinagéo

obtida pelo méodo de média ssimples é formado por pequenas oscilacBes, embora a

dupla média mostre uma evolugéo constante no tempo.

Fazendo a andlise para i(0) = 80 graus (ver Figura 4.38) e 6000 unidades de tempo
candnico observamos que 0 comportamento é parecido, mas existe um deslocamento a
partir das 3000 até as 5000 unidades do tempo. Podemos utilizar cada uma dessas
representacbes dependendo do grau de precisdo desgjada. Estas diferencas no

comportamento representam o grau de precisdo da aproximacdo utilizada. Para as
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simulagles feitas para uma escala do tempo menor (Figura 4.39), encontra-se que a
evolucdo tempora da inclinagdo para o modelo de média simples € formada por
oscilagbes que atingem uma amplitude de 0.10313 graus. Na mesma situagdo o modelo
de média dupla mostra uma inclinagdo constante. 1sso acontece porque no modelo de
dupla média realizamos duas vezes a média com respeito aos termos de curta duracéo

(anomalia média).

Fazendo a andlise das equacdes de movimento, ambas tem dependéncia com respeito ao

termo %/1—2 . O modelo de média dupla depende também do seno de w, i, além de
-e

depender de €°. Para 0 modelo de média simples, além dos termos anteriores, existe

uma dependéncia explicita com a cotg(i), e cossec(i) e funcBes trigonométricas

explicitasde w, i, e, t, W.Isso justificao comportamento oscilatério apresentado.
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Fig. 440 - Gréfico comparativo da Fig. 441 - Grafico comparativo da
excentricidade para i(0)= excentricidade para i(0)=
30 graus (6000 uct). 30 graus (50 uct).

As Figuras 4.40 e 4.41 mostram os graficos comparativos para a evolugdo da
excentricidade, considerando uma inclinacdo inicial de 30 graus. Para a escala de tempo
apresentada de 6000 unidades canbnicas existe um ligeiro deslocamento dos gréficos a

medida que o tempo transcorre. Para tempos longos o deslocamento € maior. A partir
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das 3500 unidades canbnicas se observa claramente esse comportamento. Nas
simulacbes redizadas para um tempo menor (Figura 4.41) observamos o
comportamento altamente oscilatério da excentricidade para 0 modelo de média simples
e a evolucdo que eles experimentam ao longo do tempo, sendo interessante ressaltar que

essas oscilagbes fazem parte da evolucéo da excentricidade para tempos maiores.

A Figura 4.42 mostra a evolucéo da excentricidade para uma inclinagéo inicial de 80
graus. Observa-se que a medida que o tempo transcorre o deslocamento é maior, sendo

gue a partir de 3000 unidades canbnicas existe um deslocamento bastante significativo.

0.0104 —

80 graus

0.0103 —

EXCENTRICIDA DE
EXCENTRICIDADE
1

0.0099

0 2000 4000 6000
TEMPO 0

20
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Fig. 442 - Grafico comparativo da Fig. 4.43 - Gréfico comparativo da
excentricidade para i (0) = excentricidade para i(0) =
80 graus (6000 uct). 80 graus (50 uct).

A Figura 4.43 mostra o comportamento da excentricidade para i(0) = 80 graus,
considerando um tempo de 50 unidades canbnicas. Observa-se 0 comportamento
oscilatorio para a média smples. No caso do modelo de média dupla s6 existe uma
curva ascendente. As oscilagdes que das apresentam tem amplitudes muito peguenas,

para a escala do tempo considerada.

A andlise das equagdes mostram que o modelo de dupla média tem uma dependéncia

com respeito a ey1- e” , além dos termos senoidais de w e i. No caso do modelo de
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1- €%, dém de termos

média simples, ele apresenta uma dependéncia com respeito a

altamente oscilantes compostos fundamentalmente de fungdes senoidais e cosenoidais

Esses termos causam O comportamento oscilatorio para curtos
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A Figura 4.44 mostra o comportamento secular da longitude do nodo ascendente para
ambos os métodos, para a escala de tempo considerada. A Figura 4.46 apresenta, além
do comportamento secular, um comportamento oscilatério, o qual tem um ligeiro desvio
a medida que o tempo passa (neste caso, a partir de 3500 unidades de tempo). No caso
das simulagbes feitas para tempos menores as Figuras 4.45 e 4.47 mostram o
comportamento secular do modelo de dupla média e o comportamento secular e
oscilatorio do modelo de média simples. Em geral estas curvas formam parte da
evolucdo da longitude do nodo para tempos maiores.

Com respeito a0 equacionamento, 0 modelo de dupla média tem dependéncia com

cos(i) aém de relacbes com e e fungdes cosenoidais de w. No modego de
i % ¢ |
média smples existe uma forte influéncia do termo %wn(i) I e) aém de outras

funcBes senoidais e cosenoidais dos argumentos de w, W, t, i, as quais forcam o
comportamento secular e oscilatério para tempos curtos. Esta influéncia € significativa
para as inclinagbes iniciais acima da inclinagdo critica, porque €elas tem um

comportamento secular e oscilatério para tempos maiores.

I I I I I I I I
: 30 graus : : : : : : 30 graus :
— | | | | | | |
: : Média simple ,": : : : : 4 :
| | | | | | | |
S ST rooTT T A ST T T T T T fedasimaed” |
S | | | S | | | | |
z ! ! ros ! ! U owdmeda |
k= I I k= I I I I
s L , s L L _ L !
O I I I ST T T T T
£ I I - : : I I I
g E | | | g | | | |
E’ | | P8 | | | | |
< | | < | | | | |
AT ——m—mmm - F—--———————— F————————- 1 0l —— — — 0 — — — — —
I I I | I I I I
I I I I I I I
_ | | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | I | | | | I
° ' | ' | ' | ° — 1 T T T T T T T |
0 2000 4000 6000 0 20 40 60 80 100
TEMPO TEMPO
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O gréfico para 0 argumento do perigeu mostra pequenos desvios para a escala do tempo
mostrada (Figura 4.48), os quais tem um forte aumento no desvio a medida que o tempo
aumenta, sendo bastante significativo a partir das 3500 unidades de tempo. Ambos os
graficos (4.48 e 4.50) mostram o0 caracteristico comportamento secular e oscilatério,
embora para uma inclinagdo inicia de 80 graus observa-se que ele € fortemente
oscilatorio. A superposicdo dos graficos para este caso comegam a apresentar um forte

desvio para tempos maiores, préximos das 4000 unidades de tempo.

Para tempos curtos e considerando a escala utilizada (Figuras 4.49 e 4.51) existe um
tipico comportamento secular e oscilatério para 0 modelo de média simples, o qual
difere do modelo de duplas média, que nesse intervalo sO mostra comportamento
secular. Lembremos que esse comportamento secular e oscilatorio do modelo de média

simples forma parte das curvas que evoluem para tempos maiores.

As egquacbes de movimento para 0 modelo de dupla média estdo em fungcdo de
%/1—2, além de ter outras dependéncias com respeito a w, i, e e. No caso do
-e

modelo de média simples existem termos contendo cot g(1) e V1- e7’ 0s
J1-¢€ e

guais influenciam as fungdes senoidais e cosenoidaisde w, t, e, W.
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Fig. 450 - Grafico comparativo do Fig. 451 - Gréafico comparativo do
argumento do perigeu para argumento do perigeu para
1(0)=80 graus (6000 uct). 1(0)= 80 graus (120 uct).
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4.4 ORBITASRETROGRADASE ORBITAS POLARES.

As simulagdes feitas na presente secéo sdo dedicadas as Orbitas retrogradas e polares.
Consideram um semi-eixo maior com 0.341 unidades canbnicas de comprimento, e0) =
0.01 e M(0) = W(0) = w(0) = 0. De forma analoga as simulacdes apresentadas ao longo
deste trabalho, os gréficos foram obtidos considerando as variagdes na inclinagéo inicia

e considerando os elementos orbitais indicados anteriormente.

O estudo da inclinacdo das Orbitas retrogradas apresenta um comportamento parecido a
uma imagem especular com respeito ao caso de Orbitas diretas. Este efeito espelho
inverte todos os gréficos obtidos para as drbitas diretas. Desta forma, a partir de 90
graus as Orbitas mostram grandes amplitudes até atingirem um valor proximo a 141

graus (o suplemento do valor critico). Isto é mostrado na Figura 4.52.
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Fig. 4.52 — Evolucdo dainclinagdo para Orbitas retrogradas.
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Fig. 4.53 — Evolucdo da excentricidade para Orbitas retrogradas (i (0) = 160 graus, i(0) =
178 graus).

Conforme o valor inicia da inclinacdo aumenta, a curva correspondente a evolucéo
temporal da excentricidade diminui (Figuras 4.53 e 4.54), ou sgja, quando estamos mais
proximos do suplemento do valor critico os valores da excentricidade diminuem,
fazendo com que as Orbitas altamente elipticas cheguem a ser quase circulares e
mostrando pequenas variagbes na excentricidade. O argumento do perigeu mostra o
tipico comportamento secular e oscilatério, para os valores da inclinago inicial maiores
de 90 gaus (Figura 4.55). Desta forma, quando estamos mais préximos do suplemento
do vaor critico o comportamento oscilatério desaparece, mostrando s6 o
comportamento secular. Lembremos que para uma escala menor do tempo existem

peguenas oscilacoes.
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Fig. 4.54 — Evolucéo da excentricidade para Orbitas retrogradas.

Outra caracteristica das orbitas retrogradas esta no comportamento da longitude do nodo

(Figura 4.56), o qual para as 6rbitas diretas sofrem uma regressdo ao longo do tempo.

Estas érbitas sofrem acréscimos positivos. Este mesmo comportamento da mudanga no

sina encontra-se nos efeitos da perturbacdo devida ao achatamento da Terra.
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Fig. 4.55 — Evolucao do argumento do perigeu para érbitas retrogradas.
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Fig. 4.56 — Evolucéo da longitude do nodo para érbitas retrogradas.
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Fig. 4.57 — Evolugdo dainclinagdo vs. excentricidade para orbitas retrégradas.
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As simulagbes feitas no plano inclinagdo vs. excentricidade mostram o efeito
encontrado e que denominamos “efeito espelho”. Ou sga, existe uma inversdo das

curvas encontradas para 0 caso das Orbitas diretas.

A Figura 4.57 mostra que a inclinagdo comega no seu valor inicial, aumentando seu
valor até atingir o valor critico. Isto acontece também com a excentricidade, a qual
comega no seu vaor inicial, e com o transcorrer do tempo atinge um valor méaximo,
embora a inclinagdo chegue ao suplemento do angulo critico. Depois de atingir esse
valor, ela retorna ao seu valor original. O mesmo acontece com a excentricidade, ou

sgja, ela aumenta e retorna depois de um certo tempo ao seu valor original.
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Fig. 4.58 — Evolucdo da inclinac8o para Orbitas polares.
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Fig. 4.59 — Evolucao da excentricidade para Orbitas polares.

O caso das orbitas polares € também de interesse. Considerando as condices expostas
inicialmente, as Figuras 4.58 e 4.59 mostram as primeiras andlises realizadas. A maxima
amplitude é atingida quando i(0) = 90 graus, e conforme o angulo inicial decresce as
amplitudes também decrescem. Isto € observado para ainclinacdo e a excentricidade.

As Figuras 4.60 e 4.61 comprovam o comportamento secular e oscilatério do argumento
do perigeu e a longitude do nodo. Além disso, a longitude do nodo tem um
comportamento positivo. O oposto acontece para as Orbitas diretas, nas quais seu

comportamento é retrégrado.
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Fig. 4.60 — Evolucéo do argumento do perigeu para oOrbitas polares.
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Fig. 4.61 — Evolucdo da longitude do nodo para Orbitas polares.
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CAPITULO 5

PERTURBACOESDA LUA E DO SOL SOBRE UM SATELITE ARTIFICIAL
TERRESTRE

De forma geral, no sistema Terra-Sol-Lua, a Terra se move ao redor do Sol no plano da
ecliptica, numa orbita de excentricidade 0.017. O plano equatorial da Terra tem uma
inclinacdo aproximada de 23° 27" contados desde a ecliptica. A Lua se move ao redor da
Terra em sua propria 6rbita, a qual tem uma inclinacdo aproximada de 5 09' com

relacdo ao plano da ecliptica e em uma 6Orbita com excentricidade 0.055.

As Orbitas da Lua e da Terra ndo estdo contidas num mesmo plano. A linha de nodos da

oOrbita da Lua tem um movimento de regresséo ao redor do plano da ecliptica com um
periodo de 18.6 anos. A linha dos apsides evolui em seu proprio plano orbital com um
periodo de 8.8 anos. Desta forma, o angulo entre o plano equatorial da Terra e o plano
orbital de Luavariaentre 28° 36’ e 18° 18'.

Um importante tipo de satélites é formado pelos geoestacionarios, onde a taxa de
rotacéo angular € igual a taxa de rotacdo da Terra com respeito aseu eixo polar. Sendo
assim, é possivel escolher um sistema de coordenadas geocéntricas esféricas onde o

satélite permanece em posicado fixa.

O sistema de coordenadas geocéntricas esféricas é adotado para determinar a posicéo do
satélite a0 longo do tempo, embora ao considerar o movimento da Lua e do Sol, é
preciso outro sistema de coordenadas que estgja centrado na Terra. Um sistema de

referéncia usualmente utilizado sdo as coordenadas inerciais retangulares.

Como no caso do problema classico dos r-corpos, a aceleracdo do satélite relativa a
Terra pode ser obtida considerando a atragdo da Lua, do Sol e da Terra. Além disso, é

possivel considerar as forgas gravitacionais da Lua e do Sol sobre a Terra (Zee, 1989).



5.1 PRECESSAO GIROSCOPICA DEVIDA AO SOL

O principa efeito do Sol e da Lua é a precessdo do plano orbital proximo ao polo da

ecliptica, de forma analoga a precessao dos equindcios.

A razdo de precessdo aumenta com o tamanho da érbita e a excentricidade decresce com
a inclinagdo da drbita ao equador. As perturbacBes radiais sdo pequenas. O satélite
natural da Terra (a Lua), é perturbada pela atragdo do Sol, existindo algumas diferencas

entre o comportamento da Lua e dos satélites ao redor da Terra.

No caso da Lua, a principa perturbacéo € do Sol, e dos demais planetas, sendo o efeito
do achatamento terrestre pequeno. Para satélites proximos da Terra, o efeito dominante
€ devido ao achatamento terrestre, sendo pequena a perturbacdo devida aos outros

planetas.

Algumas restricbes usuamerte encontradas na literatura é considerar peguenas
excentricidades e pequenas inclinagbes na 6rbita da Lua no plano da ecliptica E
possivel estudar o movimento como se fosse um movimento giroscépico (Blitzer,
1959), realizando o célculo do torque médio sob o satélite pela atracéo da Lua e do Sol,
considerando que o periodo do movimento de precessdo € longo com respeito ao
periodo do satélite. Além disso é possivel efetuar os calculos da energia e do torque

médios.

Porém, precisamos um longo intervalo de tempo para que os efeitos gravitacionais do
Sol sgjam evidentes. Assim sendo, a forca ndo esta em uma direcéo fixa relativa ao

plano da Grbita, mas com uma orientagdo que muda constantemente.

A média sobre longos periodos da forca é entdo obtida em todas as direcdes,
considerando que o plano orbital mantém um angulo constante com o plano da ecliptica.
Para satélites proximos da Terra o efeito dominante do achatamento produz a precesséo

do plano da drbita ao redor do eixo polar da Terra O equador mantém um angulo



constante com respeito a ecliptica (23,5 graus), mas de forma geral o angulo entre o
plano da orbita e a ecliptica ndo é constante, apresentando uma taxa da velocidade de
precessdo retrégrada média do plano orbital ao redor do pdlo da ecliptica, analoga a

precessao dos equindcios.

Desta forma, quando o eixo de rotacdo da Terra tem um movimento de precessdo com
respeito a normal da ecliptica, o efeito é a precessdo dos equinécios. Embora quando o
eixo norma do plano da orbita tenha um movimento de precessdo com respeito a

normal da ecliptica o efeito é a precessao do plano orbital.

5.1.1 Efeitos conjuntos do Sol eda Lua

O efeito da atracdo da Lua € a precessdo do plano da Orbita do satélite ao redor do plano
da ecliptica, com uma certa velocidade angular. Ambos 0os movimentos de precessao
(devido ao Sol e a Lua), estéo na direcéo do polo da ecliptica. A precessdo giroscopica
ndo é o Unico efeito que resulta da atracdo do Sol e da Lua, ou sgja, nem sempre o
satélite se encontra num potencial que depende do inverso da distancia. De forma
similar, nem sempre a forca é inversamente proporcional ao quadrado da distancia.

Entdo é possivel que alinha dos apsides tenha um movimento de precessdo.

Os efeitos radiais da perturbacdo do Sol sdo de curto periodo, mas estas perturbacdes
SB0 as mesmas para as diversas revolucdes. E possivel supor que o satélite se encontre
numa orbita circular e calcular os desvios devidos a atracdo do Sol. O desvio da érbita
da sua circularidade muda proporcionalmente com o dobro da fregiiéncia do movimento
orbital. A aceleracéo perturbadora (forga perturbadora por unidade de massa) do satélite
relativa a Terra € dada pela aceleragdo do satélite devido ao Sol menos a aceleracéo da
Terra devida ao Sol, sendo a aceleragdo perturbadora maior quando o Sol, a Terrae o
satélite estdo em uma mesma linha. O efeito da perturbacdo radial da Lua e do Sol sobre

satélites proximos a Terra é pegqueno.



Também podemos estudar os efeitos radiais da Lua, considerando o caso mais extremo
no qual a perturbacdo € maior. Essa situagcdo € aquela na qual o plano da orbita contém a
Lua. O desvio da ¢rbita a partir da sua circularidade muda proporcionalmente ao dobro
da freqUiéncia do movimento orbital. Os efeitos de ambos podem ser considerados (Lua
e Sal). O principal efeito sobre a érbita do satélite € um movimento retrégrado do plano
de drbita, sendo a precessdo devida ao Sol e a Lua, ao redor do pdlo da ecliptica. A

precessdo aumenta com a excentricidade da 6rbita e com o tamanho da érbita de acordo
com a2 (Blitzer, 1959).

5.1.2 Equivaléncia entre as fungdes perturbadorasda Lua e do Sol

NOs estamos interessados nos efeitos conjuntos da Lua e do Sol. Para isso € importante
encontrar a equivaléncia entre a expansao da funcdo perturbadora do Sol e a exparnsdo
da funcéo perturbadora da Lua.

Estas relacfes sdo importantes, considerando as diferencas das massas e das distancias
entre esses corpos. Para justificar a expansdo da fungdo perturbadora devido alLua e a
sua equivaléncia com respeito a perturbacdo do Sol, apresentaremos a Tabela 5.1
mostrada abaixo. Essa tabela mostra que o termo de segunda ordem referente ao Sol é

equivalente ao de quarta ordem da expansdo referente a Lua.



TABELA 5.1 - ORDENS DE GRANDEZAS DA FUNCAO PERTURBADORA DA

LUA E DO SOL
GRANDEZAS LUA SOL
m 0.0121 0.99
r 1 389.25
n 1 0.07
R2 1.36¥107° 4,033*10™"
R3 46310
R4 1.47%10
R5 477107
R6 1.52*10™
R7 4.79-10°
RS 1.48*10°°
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5.2 SSIMULACAO DA PERTURBACAO LUNISOLAR

Nesta secdo de simulagdes consideraremos as expansdes feitas para a funcdo
perturbadora do Sol e da Lua de forma conjunta. Os testes serdo feitos considerando
satélites posicionados em O6rbitas com semi- eixo maior de 0.110 e 0.070 unidades

canonicas de comprimento.

5.2.1 Perturbac&o Luni-Solar para um Satélite com um Semi-Eixo Maior de 0.110
Unidades Candnicas de Comprimento
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Fig. 5.1 — Evolugdo tempora da inclinacdo com i(0) < i para a perturbagdo Luni-Solar
(a=0.110).
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Os resultados obtidos para a perturbacdo luni-solar mostram um comportamento

parecido aos resultados obtidos para a perturbacdo do terceiro corpo (Capitulo 4).

A Figura 5.1 mostra a evolucéo da inclinagdo para valores abaixo da inclinag&o critica.
A escala de tempo utilizada nos permite observar linhas retas, sendo a evolugdo
constante. Ao analisar o comportamento da excentricidade pode-se observar as diversas

amplitudes atingidas por ela com o incremento da inclinacéo inicia (Figura5.2).
Para um valor inicial de i(0) = 30 graus, a excentricidade apresenta uma amplitude de

0.005 e para i(0) = 20 graus uma amplitude de 0.002. Estes vaores podem ser

considerados pegquenos e a Orbita como quase-circular ainda.
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Fig. 5.2 — Evolugéo temporal da excentricidade com i(0) < i para a perturbagéo
Luni-Solar (a= 0.110).
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Para valores maiores da inclinagdo critica, a inclinacdo mostra seu tipico
comportamento, ou sgja, inicia no seu valor inicia e logo desce até o valor critico
(Figura 5.3). Este comportamento oscilatorio apresenta a carateristica que, conforme a
inclinagdo inicial aumenta, a amplitude da inclinagdo sofre acréscimo. Isto se reflete na
evolucdo da excentricidade (Figura 5.4), onde as orbitas com excentricidades iniciais

peguenas (quase circulares) atingem grandes valores (se transformam em elipticas).

Quando a inclinacdo atinge seu valor minimo, a excentricidade atinge seu valor
maximo. Este comportamento repetitivo € mostrado na Figura 5.5, onde a inclinacéo
inicia no seu valor i(0) (0 mesmo acontece para a excentricidade), e depois de um certo

periodo a excentricidade atinge seu valor maximo e a inclinagdo seu valor minimo.
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Fig. 5.3 — Evolugdo temporal da inclinagdo com i(0) > i para a perturbagéo L uni-Solar
(a=0.110).
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Fig. 5.4 — Evolugdo temporal da excentricidade com i(0) > i para a perturbac&o Luni-
Solar (a=0.110).
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Fig. 55 — Evolucdo no plano inclinacéo vs. excentricidade com i(0) > i; para a

perturbacdo Luni-Solar (a= 0.110).
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As Figuras 5.6 e 5.9 mostram a evolucdo do argumento do perigeu para valores da

inclinacdo inicial entre 1 e 30 graus. Ambas as figuras mostram o comportamento

secular do argumento do perigeu para a escala de tempo utilizada. Para um intervalo de

tempo menor as curvas seculares estdo formadas por pequenas oscilagbes € uma

carateristica do sistema que as peguenas inclinagcbes sofram uma maior variagdo no

argumento do perigeu e na longitude do nodo. Além disso, as Figuras 5.7 e 5.8 ilustram

0 comportamento retrogrado da longitude do nodo.
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Fig. 5.6 — Evolucdo do argumento do perigeu Fig. 5.7 — Evolucéo da longitude do nodo

com i(0) = 1 grau paa a
perturbacdo Luni-Solar (a =
0.110).
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Fig. 5.8 — Evolugéo da longitude do nodo com
i(0) = 30 graus para a perturbacéo
Luni-Solar (a= 0.110).
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Fig. 5.9 — Evolugdo do argumento do perigeu

com i(0) = 30 graus para a
perturbacéo Luni-Solar (a= 0.110).



Para os valores proximos ou ligeiramente maiores que a inclinagdo critica, observamos
gue os primeiros tem uma variacdo da inclinagdo quase constante (Figura 5.10).
Conforme esse valor sofre acréscimos, a inclinaggo experimenta variagbes maiores. Por
exemplo, para i(0) = 43 graus existe uma variagcdo de 4.01070 graus. Na andlise da
excentricidade (Figura 5.11), observamos que existe uma zona onde a excentricidade
apresenta peguenas oscilacoes (da ordem de 0.01 a 0.05). Depois disso, ela experimenta
variagbes com grandes amplitudes, tornando a Orbita inicialmente quase circular em

eliptica.

Redlizando a andlise no plano excentricidade—inclinacdo (Figura 5.12), observamos que
para os valores proximos da inclinagdo critica as variages sdo pequenas, de tal forma

gue com a escala de tempo utilizada ndo € possivel observar as pequenas variacOes. Para

valores maiores existe 0 comportamento ciclico.
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Fig. 5.10 — Evolucéo temporal da inclinagéo com i(0) @i, para a perturbacéo L uni-Solar
(a=0.110).
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Fig. 5.11 — Evolucéo temporal da excentricidade com i(0) @i. para a perturbacdo Luni-

Solar (a= 0.110).
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Fig. 5.13 — Evolucdo do argumento do perigeu com i(0) @i para a perturbacdo Luni-

Solar (a=0.110).
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Fig. 5.14 — Evolucéo da longitude do nodo com i(0) @i. para a perturbacéo L uni-Solar
(a=0.110)
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Na andlise do argumento do perigeu, nota-se 0 comportamento secular, o qua vai
acompanhado de pegquenas oscilagdes (Figura 5.13). Podemos dizer que para uma escala
menor do tempo observaremos que essas curvas estdo formadas por peguenas

oscilagdes. Além disso, a Figura 5.14 mostra o comportamento retrogrado da longitude

do nodo.
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5.2.2 Perturbac&o Luni-Solar para um Satéite com um Semi-Eixo Maior de 0.07
Unidades Candnicas de Comprimento

As simulagdes apresentadas nesta secéo sdo similares as mostradas na se¢éo 5.2.1. Uma
das principais carateristicas € 0 menor niUmero de oscilagdes em uma mesma unidade de
tempo (Figuras 5.3 €5.17).

Isto traz como consequiéncia que, quando o satélite esta posicionado em uma érbita com
um semi-eixo maior de 0.110 unidades candnicas de comprimento, ele atinja mais
rapidamente a inclinag&o critica. Assim, na Figura 5.17 observamos que para i(0) = 45
graus, o satélite atinge seu primeiro valor critico quando o tempo € de 25000 unidades
canbnicas. Embora na Figura 5.3 observa-se que atinge a inclinacdo critica proximo de

12000 unidades candnicas de tempo.
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Fig. 5.15 — Evolucéo temporal da inclinacdo com i(0) < i para a perturbacéo L uni-Solar
(a=0.07).
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Fig. 5.16 — Evolucéo temporal da excentricidade com i(0) < i para a perturbagdo Luni-
Solar (a= 0.07).

Na evolucéo da inclinacdo e da excentricidade, para os valores da inclinagéo inicial
abaixo da critica, a inclinagdo (Figura 5.15) mantém o0 seu comportamento tipico,
embora a excentricidade ndo experimente variagdes significativas (Figuras 5.16 € 5.2).
Como consegiiéncia de que o tempo necessario para atingir a inclinacéo critica é maior,
0 nimero de oscilagdes na evolugdo da excentricidade é menor (Figura 5.18), embora o
comportamento analisado mostre que com maiores excentricidades atingem-se menores
inclinagdes, conforme pode ser visto nas Figuras 5.18 e 5.19.

As Figuras 5.20 e 5.21 mostram a evolugéo do argumento do perigeu para inclinagoes
iniciais maiores que critica. Mostra-se o comportamento secular e oscilatério, sendo um
ponto interessante que, conforme a inclinagdo inicial aumenta, o satélite atinge valores
mais elevados para o argumento do perigeu. No caso da longitude do nodo, ele

apresenta o comportamento tipico secular e retrogrado (Figuras 5.22 e 5.23).
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Fig. 5.17 — Evolucéo temporal dainclinagdo com i(0) > i; para a perturbagédo L uni-Solar
(a=0.07).
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Fig. 5.18 — Evolucéo temporal da excentricidade com i(0) > i para a perturbacdo Luni-
Solar (a=0.07).
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As Figuras 5.24 e 5.25 mostram o comportamento da inclinagdo e da excentricidade,

para valores proximos e ligeiramente maiores que a inclinagdo critica.

Os valores préximos do valor critico experimentam pequenas variagdes na inclinagéo e

na excentricidade. Estas pequenas oscilagcBes permitem que as érbitas quase circulares

permanegam assim, embora conforme a inclinagdo inicial aumente as amplitudes sejam

maiores. Estes fatos também sdo mostrados na Figura 5.26.
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Fig. 5.24 — Evolucéo temporal da inclinagdo com i(0) @i para a perturbagdo L uni-Solar

(a=0.07).
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perturbacdo Luni-Solar (a= 0.07).
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CAPITULO 6
ANALISE DAS SINGULARIDADES
6.1 FORMA ALTERNATIVA PARA PEQUENAS EXCENTRICIDADESE / OU
INCLINACOES.

As equagdes de Lagrange apresentadas no Capitulo 3 possuem aguns inconvenientes
para sua aplicacdo a Orbitas com pequenas inclinagbes ou pegquenas excentricidades. A

presenca da excentricidade e do sen(i) no denominador conduz a certas singularidades

nas equagdes de movimento do corpo perturbado.

Ao examinar as equagdes de Lagrange observamos que, para orbitas com pequenas
excentricidades, estas grandezas tendem a grandes mudancas nos elementos. Pela
presenca de e no denominador, pequenas alteracOes na excentricidade causam
dificuldades em definir mudangas em w. As equagdes que dependem da inclinagéo tem
um comportamento especial quando ela € pequena. Existe uma justificativa para esse
comportamento, que é o fato da longitude do nodo ser indefinida quando a inclinagdo é
zero. No caso de Orbitas circulares, estas apresentam o argumento do perigeu de forma
indefinida e no caso das Orbitas equatoriais elas mostram 0 mesmo comportamento para
alongitude do nodo.

E possivel obter equagdes que superam estas dificul dades pela mudanca dos elementos
orbitais. Na literatura existem muitos tipos de mudancas de variaveis para evitar as
singularidades nas eguacbes de movimento. NOs observamos que a adicdo desses
elementos ndo faz nenhuma mudanca fisica ou geométrica ao conhecimento dos efeitos
da perturbacéo, aém de ndo produzir simplificacdo mateméatica alguma. O seu objetivo

principa é aeliminagdo das singularidades.
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6.2 EQUACOES DE MOVIMENTO DE UM SATELITE

Consideraremos as equacOes de movimento determinadas por Giacaglia (1977) em
varidveis ndo-singulares. As Equactes 3.20 até 3.25 ndo se aplicam no caso de orbitas
circulares ou equatoriais, sendo necessaria uma mudanca de variaveis. O conjunto de

variaveis definidas abaixo para i * p e e<1 sdo ndo-singulares.

| =M +w+W
x =eCogV]
h =eServ]

P= Ser{iE] *CogW (6.1)

Q= Sen[iE] * Ser{W]

v =W+w

Para este conjunto as equacdes planetérias de Lagrange séo (Giacaglia, 1977):

da_ 2 1R

d nafl

i: _£E+ gZ(XB+hE)+ 12 (PE+QB)
dt na fa 2na‘®" 9x fh" 2na‘g TP 1Q
dx g R g TR 1 R R
X9 IRy 9 R h(p12 4+ ol
dt na®(1+ g ‘HI) na® fh 2na’g ( P +Q'|TQ) 62)
%:_ —g hB +iﬁ+ 1 X(PB+QE)
dt na’(1+g) T~ na?9Yx 2na’g TP " 1Q
P 1 IR 1T IR, I IR IR,

dt 2na’g Tl 4na’gfQ 2na’g = Tx  Th
©Q_ 1 R, 1R, 1

R IR
- APLLARERVRI A}
dt 2na’g " I 4na’g P 2nang( x X ‘ﬂh)

Onde:g=+/1- €° .

A funcéo perturbadora devida a um terceiro corpo pode ser escrita como:
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R= mnzrz( )a(—)“P«f(COS(S))

?2

Onde:

m=—0 , m'= Massado corpo perturbador
m+m'

n'=movimento médio do corpo perturbador
a' = semi-eixo maior do corpo perturbador
S = Elongacao geocéntrica do satélite desde o corpo perturbador

r' = Distancia geocéntrica do corpo perturbador.

Utilizando as coordenadas equatoriais (declinacéo e ascensdo reta) temos.

d =Declinagdo.

a = Ascensdo reta.
Cos(S) = Sen(d)Sen(d') + Cos(d)Cos(d' )Cos(a - a')

Os polinémios de L egendre podem ser escritos como:

P (Cos(9) = Eﬁ ; (Send)P. (Send )Cosz(a - a')

Temseque: \, =1 eV, =2 paraz® 0. Pelaformula de Rodrigues:

- LD x)” d-

P}z( I+
20 dx ™

(x*- 1)

Sendo os coeficientes harmoni cos dados por:

C, = {mj";( Ayeag, (-2 b (send)jCosza’
a “(L+2)!
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(6.6)
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S mn'?

Tal que:

Onde:

R,,=a'(1)’P,(Send)[C',, Cos(za) + S ,, Sen(za)]
a

A Equacéo (6.9) pode ser

1977):

P.(Send)[C' Cos(za)+S Sen(za)]—aF J(){A", CosY +B' SenY }

P oy (—)
a

(- 2) P, (Send')}Sen(za")

“(t+2)

F,, (i) : Fungdo inclinagdo de Kaula

Y, = (- 2p)(w+f)+zW

DaEquagdo 6.11:

Ser-zforpar: A,
Ser-zfor impar: A,

Levando as Equagbes 6.11 a2 6.10 e 6.10 a 6.9 temos:

R—aaaR

32z=0p=0

Dos coeficientes de Hansen (Giacaglia, 1977) temos:

=C,'; B, =S,

lz !

SI.BI CI

lz

—aaaa( ) F(){A' Cosy +B' SenY, }

32z=0p=0

¢ cos _8 cos
( ) Y (%] _a H /pg (e) senY /zpq
q

Onde:
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(6.9)

(6.10)

representada em coordenadas orbitais como (Giacaglia,

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)



Yimq = ((-20+0Q)l -qv +(W+f)+(z+2p- ()W (6.16)

H 0 =€L 0 (9) (6.17)

E possivel escrever afunggo perturbadora como:

R=aaaaaF,>)e'L,(g{A",CosY ,, +B, Seny ,} (6.18)

(zpq

A seguir faremos o desenvolvimento da Equacéo 6.18, até a segunda ordem. A Tabela

6.1 mostraosvaloresdepeqpara’ =2ez=0

TABELA 6.1-VALORESDEpEqQPARA ¢ =2Ez=0

q

-2,-1,0,1,2

-2,-1,0,1,2

Nl k| O] T

-2,-1,0,1,2

Os coeficientes sdo determinados pelas Equagdes 6.13. Empregando as Equagtes 6.7 e

6.8 temos:
' — 12 al 3 1 12
A'=mn"* (=) (E)(3Send -1) (6.19)
r
Trabalhando a Equac&o 6.18 e considerando a Tabela 6.1, temos as seguintes parcel as.

l)Para¢=2,z=0,p=0

2" Fau0(1)A 20" {€°L (9) 0.2 COSY s0q. 2 + €L(Q) 20 1) COSY 500(.1) + (6.20)
L () 200 COSY 2000 * €L(9) 20y COSY 0001y + €L (9) 202 COSY 100}

Da Equagéo 6.16:
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Y img = (- 2p+0Q)l - qv +(W+f) +(z+2p- )W

Aonde | =M +w+W=M +v

Ao considerar a Equacdo 6.16 podemos obter uma representacdo dessas variaveis em

elementos orbitais. Apds algumas simplificagdes temos:

Y g = (- 20+ Q)M + (0 - 2p)w+2ZW (6.21)

Devemos fazer a avaliacdo dos valores de 7, p, g, z na Equagéo 6.21. Devemos

considerar também a avaliacdo das funcdes inclinacdo. Desta forma temos:
F,.,()=5"3(0),, (6.22)
a=2+2p+/ (6.23)

Onde J(c),,, € um polindbmio em c:Cos(IE) e s:Sen(IE). Desta forma temos os

resultados mostrados abaixo.

TABELA 6.2- VALORESPARA J(c),,

Y /91 i
z P 8 J(©),, c= COS(IE)

2 0 0 2 -3¢%2

2 0 1 0 -1/2+3c2-3c¢*

2 0 2 2 -3¢/2

Adaptada de Giacaglia, 1977, pagina 208.
Das Equagtes 6.21, 6.22, 6.23 e da Tabela 6.2, temos:
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Faooi) = SI(C) 00 = - gSenz (lz)cos2 (lz)
CoSY ,4q.2) = Cos(2w)

CoSY ,5q.1) =C0OS(M +2w)

COSY 5440y = COS(2M + 2w)

CoSY 4y = COS(3M + 2w)

CoSY 45y =C0s(4M +2w)

Levando os valores de 6.24 a Equacéo 6.20:

3. i i
a’[- ESenZ(E)Cosz(E)]A20 {€°L(9),0(.,) Cos(2w) +
eL(9)z0.1)CoS(M +2w) + L(g) 5oy COS(2M +2w) +

2)Paa ¢ =2,z=0,p=1

a’Fp (A ' {€°L () 211 2) COSY 05 5 +€L(Q) 35 1) COSY 4y +
L (9)21(.0) COSY 5050y +€L(0) 32 COSY 515y + e’L (9) 212 COSY 042}

Das Equactes 6.21, 6.22, 6.23, e da Tabela 6.2, temos.

Fooy (i) = 83(C) 0, = - %+ 3+ COSZ(i—Z) -3 c:os“(lz)
CoSY y0y. 5 = Cos(- 2M )

CosY ,y.4) =Cos(- M)

CoSY 50,0 = Cos(0)

CoSY 43y = Cos(M)

CosY 4,y =Cos(2M)

A Equacéo 6.27 serdo levadas a Equacio 6.26:
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a?[- %+ 3* Cos? (IE) _ 3+ cOs“(lz)]Azo'{eZL(g) iy COS(- 2M ) +
el—(g)zj(- 1) COS(' M ) +L (g) 21(-0) COS(O) + el—(g) 21(1) COS(M ) +
&L ()., COS(2M )}

)Paar =2,2=0,p=2

a’ onz(i A 20 { e’L (9)22(- 2) CosY 20~ 2) +elL(g) 22(-1) CosY 202(- 1) +
L(9) 22(-0) CosY 202¢-0) T eL(9) 22(1) CosY 201y T e’L (9) 22(2) CosY 202(2)}

Das Equacdes 6.21, 6.22, 6.23, e da Tabela 6.2, temos:

Fonni) = $23(€) 0, = - gSenz ()Cos* ()
CoSY ,05.5) = Cos(- 4M - 2w)

CoSY 551y =Co0s(- 3M - 2w)

CoSY 4y =Co0s(- 2M +2w)

CosY ,;) = Cog(- M - 2w)

CoSY 5y =Cos(- 2w)

A Equacédo 6.30 em 6.29 permite obter:

3 [ [ :
a’[- ESenz(E)Cosz (E)]Azo {e’L (9)25.2 COS(- 4M - 2w) +eL(Q),y.
Cos(- 3M - 2w) + L (9),5.0)COS(- 2M - 2w) +eL(g) yo;, COs(- M - 2w)
+ ezl—(g) 22(2) COS(' 2W)}

Desta forma a funcdo perturbadora sera representada por:
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(6.31)



R =a’[- 28en(1)]A ' {E°L (@), COAM +20) +
eL(0) 1) Cos(3M +2w) + L (9),,.0)COS(2M + 2w) +eL (),
COS(M + 2w) + €L (g) o1 COS(2W)} +a7[- %+ 3* Cos? (lz) _ 3+ 0054('—2)] (6.32)

Azo'{ezl— (9)21(-2) Cos(2M) +eL(9g) 21(- 1) Cos(M) +L (9)21(- o7t eL(9) 21(1)
Cos(M) +€’L () ,y,,Cos(2M )}

A seguir, nossa tarefa sera representar a Equacdo 6.32 em varidvels ndo-singulares (ver

Apéndice D). Assim teremos.

eCos(M) =xCos(l )+ hSen(l )
e’Cos(2M) =(x* - h*)(Cos’(I )- Serr(l )) +4xhCos(l )Sen(l )

e’Sen’(i)Cos(2w) = 4(1- P*- Q*)(P*- Q*)[Cos’(l )[(x* - h*)
Cos’(l )+ (h* - x*)Sen*(l )+ 4xhCos(l )Sen(l )] + Sen*(l )[(- x* +
h*)Cos’(l ) + (- h* +x*)Sen*(I ) - 4xhCos(l )Sen(l )] +4Sen(l )
Cos(l )[(x* - h*)Cog(l )Sen(l )- xhCos*(l ) + xhSen’(l )]] +16(1-
P? - Q*)PQ[(x*- h*)Cos(l )Sen(l )- (x*- h*)Sen’(l )Cos(l ) +
4xhCos’(l )Sen’(l )+ Sen’(1 )[(x* - h*)Cog(l )Sen(l ) +xh

Sen’(l )- xhCos*(I )] - Cos’(I )[(x* - h*)Cos’(I )Sen(l ) +xh
Sen*(l )- xhCos*(I )]]

eSen’(i)Cos(M +2w) =4(1- P?- Q*)(P’- Q*)(xCog(l )- hSen(l )) +
8(1- P*- Q*)PQ(xSen(l )+hCos(l ))

Sen’(i)Cos(2M +2w) = 4(1- P*- Q*)(P*- Q*)(Cos*(l )- Sert(l )) +
16Cos(l )Sen(l )PQ(1- P*- Q%)

eSer? ()Cos(3M +2w) = 4(hSen(3l ) + xCos(3 ))(1- P*- Q)(P*- Q) (633

+8(1- P*- Q*)PQ(xSen(3l )- hCos(3l))

e’Sen’(i)Cos(dM +2w) =4(1- P*- Q*)(P*- Q)[(x*- h*)Cos(4l )+
2hxSen(4l )] +8PQ (1- P*- Q*)[(x* - h*)Sen(4l ) - 2hxCos(4l )]
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Seguindo com o objetivo do trabalho faremos a eliminacdo das varidveis de curto
periodo nos elementos ndo-singulares. Lembremos que | =M + W+w, o que implica
gue a eliminacdo das variaveis de curto periodo nos elementos ndo-singulares devem ser

feitas em funcéo de | . Sendo assim, a expressao do calculo da média ser&

2p

1
<G >=— cf=dl (6.34)
2p 93

Da Equacéo 6.33 e considerando o calculo da média temos:

<G,>=<Sen(l )>=0
<G,>=<Sen(2l )>=0
<G,>=<Sen@3l)>=0
<G,>=<Sen4l)>=0
<G,>=<Cos(l )>=0
<G,>=<Cos(21)>=0
<G,>=<Cos(3)>=0

<G,>=<Cos(4 )>=0

<G, >=<Cos'(l )>:%

<G,>=<Sen(l)> :%

<G, > =<Sert(l )Cos(l ) > = }é
<G, >=<Sen(l)Cos’(l)>=0 (6.35)
<G,>=<Cos(l )Sen’(l)>=0

<G,>=<Cos(1)>=1

<G,>=<Sen(l)>=1/
<G, >=<Cos(l )Sen(l )>=0

Levando os termos dados pela Equacdo (6.35) a Equacdo (6.32) e apOs algumas

operacdes a gébricas temos:
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<R > =a’(- %)Azol{l-(g)zz(z)[‘l'(l' P*- Q*)(P*- Q*)(x* - h*) +16(1-

) _ (6.36)
P?- Q?)PQxH} +a’A,'(- % +3% Cos?(5) - 3* Cos (L (Q)axc 0}
TABELA 6.3- VALORESPARA L . (9)
! p q ¢ p q L e (9)
2 0 -2 2 2 2 5/2
2 0 -1 2 2 1 ~3+39¢7/24
2 0 0 2 2 0 156°72
2 0 1 2 2 1 1-19¢%/8+
2 0 2 2 2 -2 1512
2 1 ) 2 1 2 -14+e%12
2 1 -1 2 1 1 -1+e’B
2 1 0 2 1 0 1+3e"R2
Adaptada de Giacaglia, 1977, pagina 211.
Ostermos L . (9) sdo fungdesde g= V1- €® . DaTabela6.3 temos:
5
L 22(2) (g) = E (637)
362 3 2 + h 2
L 0 (9) = 1+7: 1+M (6.38)

2

Levando as Equacdes 6.70 e 6.71 até 6.69 temos:
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<R >:a2(_ E)Azo'(l' p2 . Qz){(Pz ) Qz)(XZ i h2)+4PQxh}+
2

2, 12 (6.39)

A 3 PR QY- 3 PP Qe Iy

Da EquagZ 6.19 temos que: A',, = min'2 () ( %)(3Send' 2 ),
r

plano da érbita

longitude
donodoW

equinécio
vernal g

ascensdo rectaa’

Fig. 6.1 — Posicdo do corpo perturbador na esfera celeste e sua relacdo com os
elementos orbitais.
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Considerando a Figura 6.1 nosso objetivo serd encontrar uma relagdo entre as
coordenadas geocéntricas equatoriais e 0s elementos orbitais. Para isso trabalharemos

no tridngulo esférico ABC cujos lados e angul os séo mostrados na Figura 6.1.
C

N

a'-w
Fig. 6.2 — Triangulo esférico (relaciona as coordenadas equatoriais e os elementos

orbitais).

Das Figuras 6.1 e 6.2 pode-se distinguir que o arco AB contém a longitude do nodo e a
ascensdo reta. Além disso, esse arco se encontra sob 0 plano equatorial ou equador
celeste. O arco CB subtende a declinagéo e esta sob o meridiano celeste que contém o

corpo perturbador. Pela teoria de triangul os esféricos sabemos que o meridiano celeste é
perpendicular ao equador celeste.

O segmento AB esté sob o plano da érbita e dado que o ponto A estd na intersecéo do
plano orbital com o equador, é chamado de nodo ascendente (para uma Orbita
ascendente ou direta). 1sso nos permite dizer que esse arco, que vai desde o nodo até a
posicdo do corpo perturbador, esta formado pelo argumento do perigeu e a anomalia
verdadeira. Dalei de senos temos:

Sen(w +f") _ Sen(d")
Sen(90°)  Sen(i')

(6.40)
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Considerando que o corpo perturbador estda numa Orbita circular, temos que
f'=M'=E'. O argumento do perigeu ndo esta determinado, sendo possivel considerar

um valor igual a zero sem perda de generalidade. Desta forma, a Equacdo 6.40 ficar&:

Sen(i')Sen(M")
Sen(90°)
Sen(i')Sen(M") = Sen(d')

Sen(i')Sen(MOP +n't) = Sen(d') (6.41)

= Sen(d")

Levando a Equacéo 6.19 teremos finalmente:

Ay = mn? (%)3(%)(3[Sen(i ')Sen(MOP +n't)]? - 1) (6.42)

116



6.3 SIMULACOES

Considerando as equacdes encontradas nas variaveis ndo-singulares (expandidas até a
segunda ordem na excentricidade), seréo ssmulados diversos casos, especiamente para

as Orbitas chamadas equatoriais (i = 0) e as chamadas oérbitas circulares (e = 0).

Assim sendo, faremos uma breve andlise das Orbitas quase circulares e quase equatoriais
e das drbitas circulares e equatoriais. Seguindo as andlises anteriores, estudaremos
satélites posicionados com semi-eixo maior de 0.110 e de 0.070 unidades candnicas de
comprimento. No desenvolvimento das equagOes foi considerado como corpo
perturbador a Lua. E possivel fazer um desenvolvimento para a perturbacdo do Sol, o

qual ndo foi feito no presente trabal ho.

6.3.1 ORBITASEQUATORIAIS
6.3.1.1 Simulacéo da Perturbacdo da Lua para a = 0.07

No estudo da perturbagcdo do terceiro corpo, para Orbitas equatoriais, temos que a
excentricidade permanece constante para a escala do tempo mostrada (Figura 6.3).
Mesmo se realizarmos 0 estudo para as diversas excentricidades apresentadas, veremos
gue existe uma pequena variagdo, permanecendo a orbita quase circular. Pela escala de

tempo utilizada s6 observamos uma reta na Figura 6.3.

Considerando as peguenas variacfes da excentricidade € possivel fazer um estudo das

variagdes dos raios do perigeu e do apogeu, 0s quais também permanecem constantes.
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Fig. 6.3 — Evolugéo temporal da excentricidade para 6rbitas equatoriais com a= 0.07.
6.3.1.2 Simulacdo da Perturbacdo da Lua para a=0.110

Na andlise de drbitas com um semi-eixo maior de 0.110 unidades canénicas de
comprimento, observamos que a Figura 6.4 apresenta 0 mesmo comportamento
estudado anteriormente. Lembrando sempre que, pela escaa de tempo utilizada, as

variagdes ao longo do tempo sdo representadas por linhas retas.
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Fig. 6.4 — Evolucdo temporal da excentricidade para érbitas equatoriais com a= 0.110.
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6.3.2 ORBITAS CIRCULARES

No estudo das Orhitas circulares, as diversas figuras obtidas sdo apenas para referéncia.
Este fato € devido a sensibilidade na inclinacéo, que € uma conseqgiiéncia da mudanca de
variaveis. Além disso, os valores encontrados para a inclinacdo sdo extremadamente
pequenos, ou segja, dependendo da precisdo desgjada os gréficos experimentam certas
mudancas. Desta forma os testes foram realizados para diversos valores da inclinacéo

inicia.

6.3.2.1 Simulacéo da Perturbagio da L ua para uma Orbita Circular com a = 0.07

0.8 —

38 graus
35 graus

0.6 —

25 graus
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o
~
I
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0.2 —

5 graus

0 ' [ ' [ ' [ ' |
0 20000 40000 60000 80000
TEMPO

Fig. 6.5 - Evolucdo dainclinacdo paraa= 0.07 €i(0) £ ic.
Estudando o caso de um satélite posicionado com um semi-eixo maior de 0.07 unidades

canbnicas de comprimento, a evolugdo da inclinagdo ao longo do tempo esta

representada por linhas retas (Figura 6.5).
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No caso de inclinagbes maiores, existe um comportamento constante ao longo do tempo

(ver Figura 6.6 que € uma consequiéncia da escala utilizada).
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Fig. 6.6 - Evolucdo dainclinacéo paraa= 0.07 ei(0) > i.
6.3.2.2 Simulacéo da Perturbacfo da Lua para uma Orbita Circular com a = 0.110
Para 0 caso de um satélite posicionado com um semi-eixo maior de 0.110, existe um
comportamento similar a0 analisado anteriormente. Desta forma, a evolugcdo da

inclinacéo ao longo do tempo permanece constante para a escala considerada, tanto para

as Orbitas em que i(0) £ i; como também para o caso i(0) > i, (Figura6.7).
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Fig. 6.7 - Evolucéo dainclinagéo paraa= 0.110 e i(0) £ ic.
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Fig. 6.8 - Evolucdo dainclinacéo paraa= 0.110 ei(0) > ic.
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6.3.3 ORBITAS QUASE-EQUATORIAIS E QUASE-CIRCULARES

Para 0 caso das orbitas quase equatoriais e circulares realizamos os testes considerando
i(0) = 5 graus e variando a excentricidade. As Figuras 6.17 e 6.18 sdo smulagdes feitas
para um semi-eixo maior de 0.07 unidades canbnicas de comprimento. Analisando a
evolucdo dainclinagdo para diversos valores da excentricidade, observamos (Figura 6.9)
gue no intervalo de 0.01 £ e £ 0.1 a inclinagdo apresenta uma peguena oscilacéo,
embora conforme a excentricidade aumente o efeito na variagdo da inclinagcdo também
aumente. Assim sendo, no caso das Orbitas elipticas (0) = 0.3, a inclinacdo tem uma

amplitude de 1.04679 graus.
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Fig. 6.9 - Evolucdo da inclinagdo com a variacdo da excentricidade para érbitas quase
equatoriaisa = 0.07.

Outra carateristica € que a medida que a excentricidade aumenta, o tempo para atingir o
ponto minimo da oscilacdo € maior. No caso da evolugdo da excentricidade (Figura

6.10) para a escala de tempo utilizada ndo existem grandes oscilagoes.
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Para um satélite posicionado num semi-eixo maior de 0.110 unidades canbnicas de
comprimento, a evolugdo da inclinagcdo e a variacdo da excentricidade apresentam
grandes oscilagdes para elevados valores da excentricidade. Assim sendo, 0 tempo para
atingir o ponto  minimo da inclinacéo também diminui (Figura 6.11). Isto nos permite

dizer que existem oscilacBes rapidas.

A evolucdo da excentricidade para diversos valores de e(0) mostra pequenas oscilagcbes
para os pequenos valores da excentricidade, embora para as orbitas elipticas existam
grandes amplitudes. Uma particularidade dessas 6rbitas (Figura 6.12) é o
comportamento ciclico, ou sgja, quando as excentricidades atingem seu vaor minimo a
inclinagcdo atinge seu valor maximo e vice-versa.
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Fig. 6.10 - Evolugdo da excentricidade para uma orbita quase equatorial com a = 0.07.
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Fig. 6.11 - Evolucdo da inclinaco com a variacdo da excentricidade para 6rbitas quase
equatoriais com a= 0.110.
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Fig. 6.12 - Evolucdo da excentricidade para uma érbita quase equatorial com a= 0.110.

124



CAPITULO 7

CONCLUSOES

7.1 CONCLUSDES GERAIS

Esta dissertaco estuda o problema de perturbacdo do terceiro corpo com modelos de
meédia smples. Com esse método estudamos a perturbacdo da Lua em um satélite
artificial e posteriormente analisamos os efeitos do Sol num satélite artificial. Depois do
estudo de forma separada, juntamos os efeitos da perturbacao luni- solar e aplicamos em
um veiculo espacial. Devido a presenca de certos valores singulares no desenvolvimento
das egquagOes de movimento representadas nas equacOes de Lagrange, fazemos uma
mudanca de varidveis chegando as chamadas varidveis ndo-singulares, com as quais
estudamos alguns casos especiais, principalmente as chamadas Orbitas equatoriais e as

Orbitas circulares.

A seguir faremos uma andlise gera dos resultados obtidos neste trabal ho.

O fato de trabalhar com a fungdo perturbadora expandida em polindmios de Legendre
até a quarta ordem, possibilita estudar os efeitos da perturbacdo para valores maiores do
semi-eixo maior e da excentricidade. O modelo de médias simples mostra que a
evolucdo ao longo do tempo da inclinacdo, para valores da inclinagdo inicial menores
gue a inclinagdo critica, estdo formados por linhas retas, embora quando simuladas em
uma escala diferente, mostre diferentes curvas. Este mesmos graficos, quando sdo
representados no modelo de médias duplas, seriam formados apenas por linhas

constantes.
Na andlise de Orbitas com inclinages iniciais maiores que o valor critico, as curvas

encontradas nos permitem dizer que, conforme o valor inicia da inclinagdo aumenta,

mais rapidamente atingem o valor critico. Além disso, realizando uma comparagdo com
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outros gréficos, nota-se que para vaores elevados do semi-eixo maior a inclinacdo

atinge rapidamente o valor critico, continuando numa evolugdo oscilatoria sem fim.

A excentricidade para 0 modelo de médias ssimples mostra curvas oscilantes, as quais
aumentam a amplitude conforme a inclinagdo inicial aumenta. De forma andloga ao
comportamento da excentricidade, podemos representar essas evolugdes numa escala de
tempo menor, encontrando diferencgas entre os modelos aplicados, notando que quando
0 semi-eixo maior apresenta valores elevados, a excentricidade sofre oscilacbes mais

rapidas. 1sso esta relacionado ao comportamento da inclinacéo.

A evolucdo do argumento do perigeu € secular, mas conforme a inclinacdo inicia
aumenta, ela apresenta um comportamento secular e oscilatério. Para 0s casos nos quais
a inclinacdo inicial € maior que o valor critico, aém do comportamento secular e
oscilatorio elas evoluem rapidamente conforme 0 semi-eixo maior tem um vaor maior.
Além disso, para valores da inclinacdo inicial menores que o valor critico, vai de um
maximo a um minimo e, quando a inclinagdo inicial € maior que o valor critico, vai de

um minimo a um maximo.

Devido a evolucdo temporal da inclinacdo para valores iniciais maiores que o valor
critico, a evolucdo do argumento do perigeu mostra grandes oscilacdes, além do

comportamento secular.

No caso da longitude do nodo, de forma analoga, para valores elevados do semi-eixo
maior, mostra um rdpido comportamento retrogrado. Devido a dependéncia das
equacdes com ainclinacdo, as regides oscilantes sdo representativas da situagdo na qual
ainclinagdo inicial aumenta. A figura 4.36 € uma boa representacéo das diferencas entre
0s modelos de médias simples e duplas. Os resultados obtidos com médias duplas
apresentam uma pequena oscilacdo, embora os resultados obtidos com médias simples
mostrem uma regido onde estdo contidas as oscilagbes. Porém, quando sdo

representadas numa escala de tempo menor, claramente se observam as diferencas.

126



As simulagles efetuadas para as Orbitas retrogradas nos permite encontrar o efeito
espelho, ou inversdo das figuras obtidas para as Orbitas diretas. Desta forma, uma vez
atingida a méxima amplitude da excentricidade para umainclinacdo inicia de 90 graus,
estas amplitudes comecam a diminuir, até que para valores proximos de 180 graus
sgjam representadas por linhas constantes. Uma caracteristica adicional € o

comportamento da longitude do nodo, o qual apresenta uma variagdo positiva.

O argumento do perigeu vai mostrando seu comportamento secular e oscilatério desde
os valores da inclinagdo inicial dados pelas Orbitas polares até os valores proximos do
suplemento do valor aitico. Na regido acima dos vaores criticos, eles evoluem de
forma secular paralongos periodos de tempo.

A longitude do nodo para as Orbitas diretas sofrem um movimento de regressdo, o qual
val de leste a oeste, embora para as Orbitas retrogradas sofram uma variagdo que vai de
oeste a leste (sentido positivo). De forma analoga, as Orbitas polares até os valores
proximos da inclinagdo critica experimentam um comportamento secular e oscilatorio.
Desta forma, uma vez atingido o suplemento do valor critico existe um comportamento
secular. Isso tem relagdo com o comportamento da excentricidade e da inclinagdo ao
longo do tempo. Observamos que a inclinagdo mostra grandes amplitudes desde os
valores iniciais polares até os valores proximos do suplemento do valor critico. Depois
disso evolui de forma constante.

Neste ponto devemos dizer que as variages que experimentam as excentricidades das
Orbitas sdo estudadas simplesmente do ponto de vista matemético. Ao realizar uma
andlise fisica, encontramos que as grandes oscilagGes da excentricidade fazem que as
oOrbitas iniciamente quase circulares cheguem a ser elipticas, assumindo valores
proximos de 1. Isso indica que estas édrbitas sdo parabdlicas, o qual traz como
consegiiéncia que o semi-eixo maior sgja indefinido. Porém, as grandes oscilacfes que
experimentam as excentricidades afetam o tempo de vida dos satélites. Um aspecto
complementar relativo as grandes amplitudes que experimentam os elementos orbitais e

de forma especifica da excentricidade, esta em Callegari e Y okoyama (2001), os quais
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fazem o estudo de algumas regides do espaco de fase onde a estabilidade para longos

periodos dos satélites artificiais ndo € possivel.

Fazendo uma comparacdo entre o0 modelo dado pela expansdo da funcdo perturbadora
em termos dos polinémios de Legendre até a quarta ordem e o tratamento do problema
do ponto de vista do problema restrito dos trés corpos, encontramos que a precisdo de
nosso modelo decresce com o tempo. Assim sendo, para valores elevados do semi-eixo
maior e da excertricidade estas diferencas sofrem acréscimos. Estas conclusdes foram
obtidas ao comparar a Figura 7.1 com os resultados obtidos para o problema restrito dos

trés corpos (Prado 20023).
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Fig. 7.1 — Evolucdo temporal dainclinacéo parai(0) = 75 graus.

No caso do estudo das singularidades, devido a expansdo da funcéo perturbadora em
varidveis ndo-singulares até a segunda ordem na excentricidade, as simulagdes nos
permitem obter 6timos resultados num certo intervalo. Porém, para valores elevados

perde-se precisdo no desenvolvimento.

Devido a perda de precisdo para valores elevados da excentricidade, consideramos que

o valor de 0.3 tem pouca precisdo na evolucao dos seus elementos orbitais.
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Os resultados obtidos mediante 0 modelo de médias simples nos permitem verificar a
sua precisdo. Assim sendo o modelo de dupla média com expansdo da funcéo
perturbadora em polindbmios de Legendre até a segunda ordem diz que uma Oorbita
equatorial deve permanecer com inclinacéo nula e excentricidade constarte. O modelo
sem truncamento dado pelo problema restrito dos trés corpos mostra que as Orbitas

permanecem equatoriais, mas a excentricidade ndo fica constante (Prado, 2002a).

Além disso, no caso das Orbitas circulares, 0 modelo de dupla média com expansdo da
funcdo perturbadora em polindmios de Legendre até a quarta ordem afirma que as
oOrbitas inicidlmente circulares permanecem circulares e com inclinagdo constante.
Porém, um modelo completo sem truncamento (problema restrito dos trés corpos),

mostra que tanto ainclinagdo como a excentricidade ndo permanecem constantes.
As integracdes numeéricas foram efetuadas utilizando o método de multiplos passos e

empregando o método do predictor-corrector, e de forma especifica o método de

Adams-Gear.
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7.2 PROPOSTA PARA PESQUISAS FUTURAS

Considerando o trabalho desenvolvido na presente dissertacdo propomos as propostas

de pesquisas mostradas abaixo:

1.)Considerando 0 modelo desenvolvido, fazer a desenvolvimento da funcéo
perturbadora considerando que o corpo perturbador esta numa orbita eliptica.
2.)Com o objetivo de obter uma melhor estimativa do comportamento das érbitas
equatoriais e circulares mediante 0 modelo de médias, realizar uma maior
expansdo da fungdo perturbadora em termos da excentricidade, pelo menos até a
guarta ordem ,para pesquisar as contribuicdes dos termos de ordens maiores.
3.)Considerando os efeitos do corpo perturbador no satélite, podemos analisar o
tempo de vida dos satélites para cada um dos casos estudados, corsiderando que a
vida dos satélites termina quando sua altitude do perigeu entra na atmosfera
terrestre.
4)Nossa andlise foi feita considerando o satélite com um corpo puntua. Ao
considerar a massa como sendo distribuida podemos andisar a influéncia do
corpo perturbador na estabilidade do satélite, ou sgja ver os efeitos dos torques
sobre a estabilidade do satélite isto do ponto de vista da atitude.
5.)Ampliar a analise ao estudo das oérbitas ressonantes estudando, sua influéncia nos
elementos orbitais.
6.)Determinar a possibilidade de encontrar a esfera de influéncia da Lua, na qual é

possivel a captura gravitacional de satélites posicionados a grandes altitudes.
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APENDICES
APENDICE A
EXPANSAO DA FUNCAO PERTURBADORA (Murray-Dermott, 1999)

A.1) Introducéo.- Ao considerar o problema mais geral do movimento de um terceiro
corpo sob os efeitos gravitacionais dos outros dois corpos para condicdes iniciais
arbitrérias, pode-se fazer alguns estudos analisando as acel eraces experimentadas pelos
trés corpos. Seus movimentos sdo dominados pelo corpo primario ou corpo central. As
Orbitas dos corpos secundarios sdo segdes conicas com peguenos desvios devidos as
suas perturbacBes orbitais matuas. NOs consideraremos uma massa ms, orbitando a
massa priméria m,, onde os elementos orbitais da massa ms sdo constantes (numa
primeira aproximacdo). Além disso, os efeitos gravitacionais do corpo central podem

ser tratados como provenientes de massas puntuais.

Ao inserir uma terceira massa m' a interagdo gravitacional entre as massas ms e m’
proporcionam aceleracdes em adicao as acel eragdes entre o0s dois corpos devidos a mp.
Estas aceleragbes adicionais das massas secundérias relativas ao primério podem ser
obtidas a partir do gradiente do potencial perturbador, também chamada funcéo
perturbadora

A.2) Fungdo Perturbadora- Sgjam R,, R, R', vetores posicdo, com respeito a
origem fixa O dos trés corpos de massas m,, ms, m'. Além disso, sgja r, ' vetores
posicdo das massas secundarias relativas ao primario, onde:

Fl=(x+y+2)"? (A1)

| = (x'+y'+z')"

O primario encontra-se na origem do sistema de coordenadas. Das leis de Newton do
movimento e da lei da gravitacdo nds obtemos as equacfes de movimento das trés
massas no referencia inercial:
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m, Ro :GmomSr3 +Gm0m'rf3 (A2
= o, 0T r

m,Rs=Gm msm- Gmomsr—3 (A3
I_.;I_ 1 r- Fl ] rl

m'R'=Gm'm; - r“'|3 -Gmm REl (A.4)

As acel eragdes dos corpos secundérios relativos ao priméario sdo determinados por:

%: ﬁs' ﬁo (AS)

F=R'"- Ro (A.6)

F+G(m, +m)—=6m{— - (A.7)
r |r-_ r| r

F+G(m, +m')——=Gm {———- 13 (A-8)
r |r- r-| r

As aceleragOes relativas podem ser escritas como o gradiente da fungéo escalar:

F=N(U+R) (A.9)
r=N"(U+R") (A.10)
UZGQ&%&Q (A.11)
U':GQEO—J,L'E2 (A.12)

r

R e R representam as partes do potencial total central ou de dois corpos, o gradiente é
calculado com respeito as coordenadas das massas ms ou m'. O termo R no potencia é
afuncdo perturbadora, a qual representa o potencial que provém dos outros corpos.

Gm' r.r

R:m' Gmlrl—a (A13)
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_Gm,_ PP
R =[] Gm, — (A.14)

Os termos dominantes nestas expressoes sdo chamados de termos diretos, e os outros
termos que provém da escolha da origem do sistema de coordenadas sdo chamados
termos indiretos. Se a origem do sistema de coordenadas esta no centro de massa, entéo
estes termos indiretos desaparecem.

A andlise anterior pode ser estendida para qualquer nimero de corpos, porém as
aceleragOes associadas com a funcdo perturbadora podem provir de qualquer outra
fonte, ndo somente de forcas gravitacionais de massas puntuais. Por exemplo, pode ser 0
potencial associado com o achatamento do corpo central. No presente trabalho o
interesse € com 0 caso particular da interacdo de duas massas puntuais secundarias de
massas me m'’ e vetores posicdo 1, 1, relativas a massa central, onde temse que r’ >

r. Desta forma, a equacdo de movimento do secundario interno €

r. r;} (A.15)

R= m{—| - —} (A.16)

Podemos encontrar expressdes para o secundario externo:

?‘+G(mo+m')rl—3=GmS{ r-r 7T

-—} (A.17)

F-r” o

Além da correspondente funcéo perturbadora para o outro secundario.

- —) (A.18)

Embora esta ndo sgja a forma mais direta de obter as expressdes para R e R’, é uma

forma importante e as expressdes resultantes ndo sdo Unicas.

A.3) Expansdo utilizando os Polindmios de L egendre.- Considerando a configuracéo
mostrada na Figura B.1, onde 1, i denotam os vetores posi¢céo das massas mse m’, e

S denota o0 angulo entre os dois vetores posi¢cdo. Dalel dos cosenos temos:
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Ir- F'|2:r2+r'2-2r*r'Cos(S) (A.19)

1 1 r M \27-1/2
|F- r.| —F[l‘ 2FCOS(S)+(F) ]
ﬁ 8 ()P (Co9) (A-20)
Onde

P,(Cos(S)) =1, P,(Cos(S)) = Cos(S) , etc.

—

Também temse que .1 =r'rCos(S) =r'rP,(Cos(S)) . A fungdo perturbadora para o

secundario interno pode ser escrita como:

R= m(—a( )’ P, (Cos(S))) - m (A.21)

R = m[l+ 1 (L)COS(S)+ a ( -)'P,(Cos(S))] - m:

R = mr1,+r_”l‘(rr )Cos(S)+—a( 3! P(Cos(S))-—( )Cos(S)
R = r1.+r—”.‘§ (5P, (Cos(s)

=

R @r—,a} (F)" P, (Cos(S)) (A.22)

Onde esta aproximacgao final é possivel porque o primeiro termo da funcdo perturbadora
ndo tem dependéncia mm respeito a r. Estamos interessados nos termos da fungéo
perturbadora para o secundario interno. E possivel obter uma relagdo final se
consideramos a massa ms pequenae mg > m’. Considerando o problema restrito dos trés

corpos e a utilizagdo de unidades canbnicas é possivel considerar que G(m,+m@ =1e

quem = =Gm' e das leis de Kepler cumpre-se que n®a®=G(m, +m9. A

m, +m

Equacdo A.22 pode entéo ser escrita como:

mG(m, +m') &
rl

R = ( ) P,Cos(S) (A.23)

138



Fig. A.1 - Vetores posicao ', ' das massas ms e m com respeito a massa central mp ,
as trés massas tem vetores posi¢éo Ro , Rj e R; com respeito a uma origem

arbitraria fixa O.

Fig. A.2- Vetores ', 1" das duas massas m e m' com respeito a massa central mo.
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APENDICE B

RELACOESENTRE a E b

Sgja o vetor posicao unitario do corpo perturbador em funcdo dos vetores P,Q',R

A

F' = cosf' P'+senf' Q'

Essa expressao € encontrada pela decomposi¢céo do vetor unitério da posi¢éo do corpo

perturbador no plano da orbita.

As componentes de I5,(A2,I§ no sistema equatorial estdo representadas pelas seguintes

transformacdes de coordenadas (Musen, 1961):

A, (W) : Rotacdo em torno do eixo R de um angulo W.
A (i) : Rotacdo em torno do eixo P de um angulo i.
A, (w): Rotacdo em torno do eixo R de um angulo w.

Desta forma obteremos a seguinte matriz de transformagao:

éfu
[P.Q.RI = A, (WA ()A. (W]
gzu

€CoSNV - Senw Opél O 0 0éCosv - Serw 0uéfu

o
O»
Pl
1
™ @

0 0 1§80 Seni Cosi gg 0

é?11 R12R13u I u

oA a8 ué: a
[P!Q!R] = éR21 RzszsueJ U
gqm 32 33Hq<"

Onde os temos da matriz R s3o:
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. = CosWCosw - SenWCosi Serw

- CosWSenw - SenWCosiCosw

» = SeniSenw

R (B.4)
= - SenWSenw + CosWCosiCosw

,» = - CosWSeni

e
Y

N
N

A X0V XV UV UV UV U O D

Onde as componentes dos vetores unitarios I5,Q, R sio:

P= (CosWCosw - SenWCosi Senw)? + (- CosWsenw- SenWCosi Cosw)] +

(Seni SenW)k

Q = (SenWCosw + CosWCosi Senw)iA + (- SenWSenw + CosWCosi Cosw)] - (B.5)

(CosWSeni)k

R = (SeniSenw)i + (SeniCosw)j + (Cosi)k
Lembremos que o corpo perturbador esta em uma orbita circular, e isto implica que
f=M'=E',
Considerando a Equacdo B.4, de forma andoga podemos encontrar as componentes do
vetor ' em funcdo das componentes ortogonais P Q e logo fazer uma
transformacdo de coordenadas levando ao sistema formado pelos vetores unitarios
i, ], k.

I'=CosM'[(CoswW Cosw'- SenW Cosi' Senw )T + (- CoswW Senw' -

SenW Cosi' Cosw )] + (Seni' Senw K] + SenM ' [(SenW Cosw +

CosW Cosi' Senw' )i + (- SenW Senw'+CosW Cosi' Cosw )| +

(- CosW Seni')K]

(B.6)

A seguir, para smplificar a Equagdo B.5, faremos algumas suposicdes. Assim
consideraremos que o corpo perturbador encontra-se numa oérbita circular, além disso

gue esta posicionado no plano de referéncia. Entdo a Equacdo B.5 terd a forma seguinte:

f'=cosf'i +senf'] (B.6)
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A seguir empregaremos arelacéo paraa eb dadas por:

a=f.P
. (B.7)
b=r".Q
Levando a Equacdo B.6 a Equacéo B.4 e a Equacdo B.7, temos finamente:
a =CoswCos(W- M") - CosiSenwSen(W- M") (B8)

=- SenwCos(W- M")- CoswCosiSen(W- M")

A Corpo perturbador

Linha dos &psides da
Orbita do satélite

Orbitado

g satélite Orbita do corpo
« perturbador

Fig. B.1 — Vectores da base do sistema perifocal .

142



APENDICE C

CALCULO DASMEDIAS

Para 0 calculo das médias dividiremos a funcdo R em 4 partes bésicas, ja sem as
constantes. Assim procedendo vamos usar a nomenclatura (Costa, 1998), e o software
M athematica, ap6s dos célcul os, teremos:

<P.>=<(DyCos(f) > = [(1+4e)/2)

<P, >=< (g)ZCos(f )Sen(f) > = 0

(C.1)
<p,>=< (%)ZSenz(f)> = (1- &)/2

<P,>=< (g)2 > = [(2+3¢€)/2]

Os termos correspondentes a expansdo da funcéo perturbadora até a terceira ordem em

polinbmios de L egendre que sofreram médias séo:

P,y = <(§)SCos3<f>> = -[5e(3+4¢%) /8]

P, = < (%)3Cosz (F)Sen(f)> =0

P, = < (r£)3Sen2 (f)Cos(f) > =5e(e? - 1)/8 (C.2)
P, = < (%)3cOs(f) > = - [5e(4+3e%)/§]

P, = < (%)3Sen(f) > =0

Fazendo o célculo das médias sobre os termos da expansdo da funcéo perturbadora em

polindmios de Legendre até a quarta ordem temos:
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P, = < (L)'Cos'(f) > = 3(1+12¢' +8¢')/ 8]
a

P, = <(L)Cos'(f)Sen(f) > = 0
a

P, = <(5)'Sem(f)Cos*(f) > = (1+ 5¢° - 6¢')/ 8
a

P,=< (rg)“Cos(f)Sen3 (fy>=0

P, = <(L)Sen'(n) > =[3(e -1/ 8]
P.=< (ra)“Cosz(f) > =(4+41e’ +18")/8
P,=< (ra)“Cos(f)Sen(f) >=0

P, = <(Lysen(f) > =(4-¢ -3e)/8

P, = <(r5)4 > = (8+40¢’ +15¢")/8 (C3)

Levando em conta as derivadas da funco perturbadora com respeito aos elementos

orbitais temos:

1<R,>_ (@)m
Ta _{16(r')3
3Cog2(t- i- W)]- 3Cog2(t +i- W)]+12€(- 2+ Cogt - W|* * (C4)
(3+5Cog2w]) - Codi]*(- 3+ 5Cog2w])* Sent - W]* +5Codi]

Sen(2(t - W)]Sen2w]))}

(a(2+6Cod 2]+ 6Cod 2(t - W)] -

1<R,>_,(@@)m

i agy
Sent - W]e’(Codi](- 3+5Cod2w])Sen[t - W] - 5Codt - W]* (CH
Sen{2w])))}

(3a’Sen[i]Sen[t - W|(- 2Codi] *

T<R,>_ @)m . icngi ]
W _{4(r')3 (15a’¢*(Cod i]Cog 2w]Sen 2(t - W)] (C6)

- Cog[t - W*Sen[2w] + Cod[i]*Sert - W*Sen{ 2w]))}
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T<R,>_ (@)m
w 8(r')’

((9 + Cog 2i)Codw]*Ser[ 2(t - W)] - 2((3+ 2Cog2i])*

Sen2(t - W)]Ser{w]’ + 5Codi]Cod2(t - W)]Ser{2w]))))}

(3a°(2SerfiF Sen2(t - W)+ ¢ *

T<R.>_( 1 (3y¢-2+Cogt- W(3+5Cog2w])-
e a4r")

Cogi (- 3+ 5Cog2w])Ser{t - W]* +5Cogi|Sen{2(t - W)]*
Sen2w])(a)’m)}

f<R.>_ @)m
fa  C1§r')
Ser{w])(3(4 + 3€?)15(- 1+ €)(Cogi]Codw]Sert - W] - Codt- W*

Ser{w])*- 5(3 +4e’)(Codt- WCogw] + Codi]Sent - W|Sern[w])*))}

(15a’eCogt - W|Cogw] + Codi]Sent - W]*

T1<R,>__ (@)ym

fe 1281
Ser{w])(- 2+ 10Co0942i] +10Coq2(t - W)]- 5* Coqd2(t- i- W)]-
BCoq2(t +i - W)] +4€’(- 18+ 5Codt - W*(1+ 7Cod 2w]) - 5CodiJ *
(- 1+ 7Cod2w])Serft - W) + 35Codi]* Serf2(t - W)ISen[2w])))

—(15a°(Codt - W]Cogw] + Codi]Serft - W]*

1<R,>_(a)m
i 1e(r')

Cogw]Ser{ 2(t - W]+ 2(- 3+5Cod 2(t - W)])Sen{w] +60Codi]* *

Sent - W*Senw] + €’ (5Cogi](3Cogw]- 7Coq3w])*

Sen2(t- W)] +2(- 6+ 5Codt - W])*(5+ 7Coq2w]))Senw] +

5Codi]'Sent - WJ*(9Serw] - 7Sen 3w])))}

{15a’eSerji]Sent - W](20Codi] *

1<R,>_ (a)ym . . .
o - 128r) (159 t]°e(Codi]Codw]Sent - W]- Codt- W]
Senw])(2- 10Cogq2i]- 10Coq2(t - W)] +5* Cogd2(t - i- W]+
5Coq2(t +i- W)]4e’(6- 5Coqt- W)'(5+7Cog2w]) +5Codi]*(-5+
7Coq2w])Serit - W)* - 35Codi]Sen2(t - W)]Sen2w])))
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<R,>_(@)ym
w  16(r')

Codt - WSen[w]) + 5(- 1+€?)(Codi]Cogw]|Sen[t - W] - Codt- W*

Senw]’(Codw]|Sen[t - W] - Cog[i]Codt- W|Sen[w])10(- 1+ € )*

(Cogi]Cogw]Ser[t - W]- Cogt- W]Ser[w])(Cos]i]Coqt- W|Cos[w] + (C.13)

Sent- WSenw]Cogt- W|Cos[w] + Cog[i]Sernt - W|Sen[w])5(3 + 4€") *

(Cogw]Sen[t - W- Codi]Codt- W]Senw])(Cog[t - W|Cogw] +

Codi]Ssen[t - WISen[w])*))

(15a°¢((4+ 3¢?)(Codw]|Sen[t - W - Codi]*

T<R,>_ 1
fa 16(r")°

Cogw]Sen[t - W]- Codt - W|Senw])* + 35(- 1 +€°)*(Cogi]Cod W] *

Ser(t- W] - Codt- W Senw])* - 10(4 + 41e* + 18¢")(Cog w]*

Cogt - W+ Cogi]Sent - W|Sen[w]): + 70(1 + 5¢’ - 6e*)(Coqi]* (C.14)

Cogw]Sen[t - W]- Codt - W|Senw])*(Cogw]Codt - W + Codi] *

Sent - W|Sen{w])* + 35(1+12¢* + 8¢’ )(Codw]Coqt - W +Cog[i]*

Ser{t - W Ser{w])*)(@')°n)

(32°(8+40e +15¢' +10(- 4 +e* + 3e*)(Codi]*

1<R,>_ 1

i 16(r')°
(Codi]Coqw]Sent- W] - Codt- W]Sen[w] + 7Coqw](- 1+ € )**
(Codi]Codw]Ser(t- W] - Codt- W|Sen[w])’ + (4 +41€’ +18¢e*)*
Senw](Cogw]Codt - W] + Codi]Sen[t - W|Senw]) + 7(-1- 5¢ +
6€e')Sen[w](Cogi]Cogw|Sen[t - W] - Cos[t - W|Sen{w])*(Cogw]* (C.15)
Codt - W + Codi]Sert - W* Sen[w]) + 7Cogw](- 1- 5 + 6€")*
(Codi]Codw]Sert- W] - Coqt- WSen[w])(Cogw]Cogt- W] +
Codi]sen[t - W* Sen[w])* - 7(1+12¢€" + 8¢*)Senw](Cogw] *
Codt - W+ Codi]Sent - WSen[w])*)(a' )’m)

(15a'Sser(i]Sent - W|(- Cogw](-4+ € + 3€")

f<R,>_ (a)n

(105a'e*(Cogi]Cogw]Sent - W] -

Tw 128(r'y
Codt - WSen[w])(Cogw]Codt- W] +Cogd[i|Sent- W *
Ser{w])(- 6 +14Coq 2i] + 14- 7Cod2(t - i - W)]- 7Cos[2(t + (C.16)

i - W) +4€ (- 6+ 7Codt - W*(1+3Cog[2w]) - 7Codi]* *
(- 1+3Cog 2w])Sent - W] + 21Codi]Ser[ 2(t - W)]Sen[2w])))
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1<R,>_ 1
W  16(r')°

Cogt - WSenw])(Codi]Cogw]Codt - W] + Ser[t - W|Sen[w]) - 7(- 1+

€ ) (Codi]Codw]Sert- W] - Codt- WSenw])’(Cog[i]Codw]*

Codt - W + Sert - W]* Serfw]) - (4 +41e” +18¢e")(Cogw]|Sen[t - W] -

Codi]Codt - W|Ser{w])(Codw]Codt - W] + Codi]Sent - W|Senw]) +

7(-1+5€ - 6e*)(Codi]Cogw|Sert - W|- Codt - W]Ser{w])*(Cogw]* (C.17)

Serit- W - Codi]Codt - WSenw])(Codw]Codt - W+ Cogi] *

Ser[t- W|Ser{w]) + 7(- 1- 5¢* + 6€")(Codi]Cogw]Ser{t- W - Codt - W *

Serfw])(Codi]Cogw]Codt - W] +Sent - W|Senw])(Cogw]|Codt- W +

Codi]sent - WSen[w])* + 7(1+ 12€’ + 8¢')(Codw]Sert - W - Codi]*

Codt - WSenw])(Cogdw]Codqt- W +Codli]Sert - W|Senw])*)(&@ )**

m)

(15a'(- (-4 + € + 3€e")(Codgi]Cogw]* Sent - W] -

T<R,>_(@)yn
[E 16(r')°

Sent- W] - Coqt- WSen[w])’ + 7e(- 1+ € )(Codi]Cogw]Sert - W] -

Codt - WSen[w])* - e(41+ 36¢*)(Cogw]Cogt - W] +Cod[i]Ser[t - W * (C.18)

Sern{w])* - 7e(-5+12e?)(Cog[i]Cog w]Sen[t - W]- Cog[t - W|Sernw])**

(Cogw]Cog[t - W] +Cod[i]Ser(t - W|Sen{w])* + 14e(3 + 4e*)(Coqdw]*

Cogt - W+ Codi]Sert - WSen[w])*))

(15a'(4e+ 3€’ + (e+ 6e’)(Codi]Cod W] *

Nos célculos realizados anteriormente consideramos que:
M'=MOP +n't
MOP =0 (C.19)
n'=1
O conjunto de Equagdes C.4—C.18 devem ser levadas as Equagdes 3.20-3.25 para obter
as equacdes de movimento do satélite a partir das equacdes planetarias de Lagrange, na
forma que dependem das derivadas da funcdo perturbadora R com respeito aos
elementos keplerianos.
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APENDICE D

ELEMENTOSORBITAISEM VARIAVEISNAO-SINGULARES

A seguir representaremos a Equacdo 6.32 em variaveis ndo-singulares. Para isso

utilizamos os seguintes termos.

T1:eCogM)
T2:e*Cos(2M)
T3: e?Sen?(i)Cos(2w)
T4: eSer?(i)Cos(M + 2w) (D.1)
T5:Sen?(i)Cos(2M + 2w)
T6: eSen’(i)Cos(3M + 2w)
T7:e’Sen’ (i)Cos(4M + 2w)
A seguir, considerando como referéncia o desenvolvimento de alguns termos feitos em
Fernandes (1999), desenvolveremos os termos T1 até T3.
Do sistema de equacdes 6.1

| - (W+W) =M
Cos(l - v)=Cos(M)
e* Cos(l )Cos(v ) +e* Sen(l )Sen(v ) =e* Cos(M)

xCos(l )+hSen(l ) =e* Cos(M) (D.2)

De forma andloga:

| - (W+W) =M
Sen(l - v)=Sen(M)

xSen(l )- hCos(l ) =e* Sen(M ) (D.3)
Datrigonometria:

Cos(2M) = Cos*(M)- Sen*(M)
€°Cos(2M ) =e*Cos*(M) - e*Sen*(M)
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Das Equagbes D.2 e D.3 temos:
€°Cos(2M) = (xCos(l ) +hSen(l ))? - (xSen(l ) - hCos(l ))?
Apbs algumas operagdes al gébricas chegamos a:
€°Cos(2M) = (x* - h?)(Cos?(l ) - Sen®(1)) + 4x hCos(l )Sen(l ) (D.4)
Agora calcularemos o termo T3 em varidveis ndo-singulares. Paraisso utilizamos:
e°Cos(2w) = e°Cos?*(w) - e*Sen®(w) (D.5)

w=l - (M+W)
Cos(l - (M +W)) =Cos(w)

Desenvolvendo arelacdo anterior e multiplicando ambos os lados por e:

eCos(w) = Cos(W)[eCogl )Cos(M) +eSen(l )Sen(M )] + Sen(W)[eSen(l )

(D.6)
Cos(M) - eCos(l )Sen(M)]

De forma analoga, fazendo o desenvolvimento para 0 seno do argumento do perigeu:

eSen(w) = Cos(W)[eSen(l )Cos(M) - eCodl )Sen(M )] - Sen(W)[eSen(I )

(D.7)
Sen(M) + eCos(l )Cos(M )]
Fazendo uma mudanca de variaveis, sgjam:
A =eCos(l )Cos(M) +eSen(l )Sen(M) D)

B =eSen(l )Cos(M) - eCos(l )Sen(M)

Utilizando a Equacéo D.8, elevando ao quadrado as Equagbes D.7 e D.6 e levando os
resultados para a Equacéo D.5 temos:

e’Cos(2w) = (A% - B?)Cos*(W)- (A? - B?)Sen?(W) + 4ABCos(W)Sen(W) (D.9)

Multiplicando ambos os lados da Equacdo D.9 pela reagdo:

4* Senz(iz)* Cos? (iE) = Sen’(i)
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Utilizando as relagdes para P e Q obtemos:
€?Sen?(1)Cos(2w) = 4(A? - 52)0052('—2)(P2 - Q?)+16Cos? (lZ)ABPQ

Apo6s efetuar algumas operacdes algébricas, temos:

(A2 - B2)=Cos(1 )[(x? - h?)Cos(l )+ (h? - x*)Sen?(l ) +4xh
Cos(l )Sen(l )] + Sen?(1 )[(- x* + h*)Cos?(I )+ (- h? +x*)Sen?(l ) -
4xhCos(l )Sen(l )] +4Sen(l YCos(l )[(x* - h?)Cos(l )Sen(l )- xh
Cos?(l ) +xhSen?(1 )]

Assim sendo:

AB = (x* - h?)Cos®(l )Sen(l )- (x*- h?*)Sen’(l )Cos(l ) +4xhCos*(l )
Sen®(l )+ Sen®(1 )[(x* - h*)Cos(l )Sen(l ) +xhSen?(l )- xhCos?(l )] -
Cos?(1)[(x? - h*)Cos®(l )Sen(l ) +xhSen?(l ) - xhCos?(l )]

Considerando as Equactes D.12, D.11 e D.10 obtemos:

e°Sen®(i)Cos(2w) = 4(1- P? - Q?)(P? - Q?)[Cos?(I )[(x? - h?)
Cos?(l) +(h? - x?)Sen?(l ) + 4xhCos(l )Sen(l )] + Sen?(1 )[(- x> +
h?)Cos?(1 ) + (- h* + x*)Sen?(l ) - 4xhCos(l )Sen(l )] +4Sen(l )
Cos(l )[(x* - h*)Cos(l )Sen(l ) - xhCos?*(I ) +xhSen?(l )]] + 16(1 -
P2 - Q*)PQ[(x* - h?*)Cos®(l )Sen(l )- (x* - h*)Sen®(l )Cos(l )+
4xhCos?(l )Sen?(l ) + Sen?(l )[(x? - h?)Cos(l )Sen(l )+ xh
Sen?(l )- xhCos?(l )] - Cos?(I )[(x* - h*)Cos*(I )Sen(l ) + xh
Sen?(l ) - xhCos? (I )]]

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

Daqui para a frente faremos a comprovacéo das equagdes apresentadas em Fernandes

(1999). Das relacdes anteriores:
| =M +W+w
| - 2W+v =M +2w
Cos([l +v]- 2W)=Cos(M + 2w)

Considerando a relagdo dos angulos duplos:
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Sen(2W) = 2Sen(W)Cos(W)
Cos(2W) = Cos?(W) - Sen®(W)
Além disso temos arelagdo seguinte:
eSen(l +v ) =eSen(l )Cos(v)+eCos(l )Sen(v ) =xSen(l ) +hCos(l )

D.15

eCos(l +v) =eCos(l )Cos(v) - eSen(l )Sen(v ) =xCos(l )- hSen(l ) ( )
Levando a Equagdo D.15 a D.14, e multiplicando a Equagdo D.14 por eSer? (i),
temos:

eSen’(i)Cos(M + 2w) = 4(1- P? - Q?)(P? - Q?)(xCos(l )- hSen(l )) + (0.16)

8(1- P?- Q2)PQ(xSen(l ) +hCos(l )) '
A seguir encontraremos uma representacdo para TS5 em varidvels ndo-singulares.

| =M +W+w

2l - 2W=2M +2w

Cos(2l - 2W) = Cos(2M + 2w) (D.17)
Efetuando as operacdes al gébricas temos:

Cos(2M + 2w) =[Cos*(l ) - Sen’(l )][Cos® (W) - Sen®(W)] + 2Cos(l ) (D.18)

Sen(l )2Cos(W)Sen(W)
Multiplicando ambos lados da Equaggo (D.17) por 4* Senz(iE)* Cos? (lz) = Sen? (i),
temos:
Sen?(i)Cos(2M + 2w) = 4Cos? (iE)(PZ - Q?)(Cos?(I )- Sen?(l )) + 16Cos(l )
Sen(l )PQCosZ(iZ)

Finalmente:

Sen®(i)Cos(2M +2w) = 4(1- P? - Q?)(P? - Q?)(Cos?(l ) - Sen*(l )) +

(D.19)
16Cos(l )Sen(l )PQ(1- P?- Q?)

Achando a representacéo do termo T6 em variaveis ndo-singulares:
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| =M +W+w
3 -v-2W=3M +2w

Cos((3l - v)- 2W) = Cos(3M + 2w) (D.20)
Efetuando:

Cos(3M + 2w) = Cos(3l - v )[Cos’(W) - Sen*(W)] +2Sen(3l - v)
Cos(W)Sen(W)

Expandindo a relagéo anterior e multiplicando por eSen? (i), temos:

Cos(3M + 2w) = 4Sen? (lz)Cos2 (iE)Cosz(VV)[eSen(l )Sen(v ) + eCos(l )Cos(v )]

- 4Sen2(12)Cos2 (iZ)Sen2 (W)[eSen(l )Sen(v ) + eCos(l )Cos(v )] +2eSen(3l )
Cos(v )Cos(W)Sen(W) - 2eCos(W)Sen(W)Cos(3l )Sen(v )

Finalmente:

eSen?(i)Cos(3M +2w) = 4(hSen(3l ) +xCos(3l ))(1- P? - Q%)(P?- Q%)

(D.21)
+8(1- P?- Q*)PQ(xSen(3l )- hCos(3l))
Paraotermo T7:
| =M +W+w
4 - 2v - 2W=4M +2w
Cos((4l - 2v)- 2W) = Cos(4M + 2w) (D.22)

Efetuando:

Cos(4M + 2w) = (Cos(4l )Cos(2v ) + Sen(4l )Sen(2v ))(Cos*(W) - Sen’ (W)
(Sen(4l )Caos(2v ) - Cos(4l )Sen(2v ))(2Sen(W)Cos(W))

Multiplicando ambos lados por €°Sen? (i), temos:

e°Sen’(i)Cos(4M + 2w) = 4(1- P? - Q*)(P? - Q?)(Cos(4l )e*Cos(2v ) +
Sen(4l )e*Sen(2v )) +8PQ(1- P? - Q?)(Sen(4l )e*Cos(2v ) - Cos(4l ) (D.23)
e’Sen(2v))
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Assim sendo, temos as seguintes relacoes:

e’Sen(2v ) = 2e*Sen(v )Cos(V )

(D.24)
e°Sen(2v) = 2xh
e’Cos(2v ) = e°Cos?(v) - e*Sen®(v) (0.25)
e’Cos(2v) =x* - h?
Considerando as Equagdes D.23, D.24 e D.25 temos:
€2Sen?(1)Cos(dM + 2w) = 4(1- P2 - Q?)(P? - Q?)[(x2 - h?)Cos(4l )+ 0.26)

2hxSen(4l )] +8PQ(L- P2- Q?)[(x?- h?)Sen(4l )- 2hxCos(4l )]
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