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RESUMO 

 

 

Neste trabalho pretende-se dar uma visão superficial das principais técnicas de 

modelagem e controle aplicados a estruturas flexíveis que tem particular interesse em 

aplicações espaciais. Os métodos de modelagem matemática tem a sua teoria 

apresentada de forma encadeada o que facilita a compreensão dos mesmos dado que 

podemos ver claramente como surge cada método partindo de um anterior. Os métodos 

de modelagem matemática apresentados aqui são: princípio do trabalho virtual, 

princípio e D’alembert, as equações de Euler-Lagrange, o método dos modos assumidos 

(ou modos admitidos), o método dos elementos finitos. Na parte que trata de controle 

serão abordados os seguintes métodos: controle modal, LQR/LQG, H2 e Hinf.



 



MODELING AND CONTROL OF SPACE FLEXIBLE STRUCTURES 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ABSTRACT 

In this work we aim to give an overview about the main techniques in modeling and 

control applied to flexible structures that has particular interest in space applications. 

The mathematical modeling methods has its theory presented in chained form that 

makes easy the comprehension because we can see as arises a method from the 

previous. The modeling methods presented are: virtual work principle, D’Alembert 

principle, Euler-Lagrange equations, Assumed Modes method, Finite Elements method. 

In the control part it will be explained the following methods: modal control, 

LQR/LQG, H2 and Hinf.
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CAPÍTULO 1                                                                                   

INTRODUÇÃO 

A modelagem de sistemas considerando a flexibilidade como elemento relevante tem 

aumentado consideravelmente nas últimas décadas devido principalmente ao aumento das 

exigências da demanda de serviços de sistemas com estruturas flexíveis e aos problemas 

associados à interação estrutura & controle (CSI – “Control Structure Interaction”). A 

modelagem de estruturas flexíveis pode ser considerado relevante, por exemplo, em projetos 

de: a) segmento aeroespacial: satélites artificiais com grandes painéis solares, estações 

espaciais, veículos lançadores de satélites, ônibus espaciais, aviões, etc.; b) segmento 

industrial: usinagens de alta precisão, manipuladores robóticos flexíveis, nanotecnologia, etc. 

Torna-se relevante assim estudarmos alguns métodos matemáticos para modelagem de 

sistemas físicos como esses. 

Serão apresentados tópicos didáticos que nos possibilitarão compreender como modelar uma 

estrutura flexível, tais como: princípio extendido e generalizado de Hamilton, abordagem 

lagrangeana, problema diferencial do autovalor, ortogonalidade de modos naturais, resposta 

completa para o comportamento de uma estrutura flexível, métodos dos modos assumidos e 

o método dos elementos finitos. 

Compreendido como se faz a modelagem de estruturas flexíveis, entenderemos 

posteriormente também como controlar o seu comportamento. 
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CAPÍTULO 2                                                                                   

PRINCÍPIOS: DO TRABALHO VIRTUAL, D’ALEMBERT, ESTENDIDO E 

GENERALIZADO DE HAMILTON 

O princípio de Hamilton é o mais famoso princípio variacional da Mecânica, é 

conceitualmente simples de ser aplicado, mas possui uma álgebra e cálculo que, na maioria 

dos casos, torna-se muito tediosa devido a uma grande quantidade de integrações por partes 

que surgem nos cálculos. As equações de Lagrange que saíram do princípio de Hamilton 

resolveram esta dificuldade analítica. 

O princípio generalizado de Hamilton é definido da seguinte forma (Junkins, 1993; e 

Meirovitch, 1980): 

( )∫ ∫ =+−
2

1

2

1

0
t

t

t

t
nc dtWdtVK δδ  (2.1) 

onde, K é a energia cinética total, V é a energia potencial, ncWδ  é o trabalho virtual causado 

por forças não conservativas tais como o amortecimento, onde o “δ” que aparece em (2.1) 

indica uma variação das funções. 

Para deduzir o princípio generalizado de Hamilton precisamos dos princípios do trabalho 

virtual e de D’Alembert. 

2.1 PRINCÍPIO DO TRABALHO VIRTUAL. 

Seja o movimento de uma partícula sobre uma superfície de vínculo f tal como mostrado na 

Figura 2.1 onde dt
rd  é a velocidade da partícula sobre a superfície de vínculo (tangencial à 

esta superfície) e f∇
r

 é o gradiente da superfície de vínculo, normal à mesma. 
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∇f 
dr  /   dt 

Fv 

f(x,y) 
r 

x 
y 

z 

 
FIGURA 2. 1- Movimento de uma partícula sobre uma superfície de vínculo. 

Pela Figura 2.1 pode-se escrever: Como 
dt

rdf ⊥∇
r

 temos, 

0. =∇
dt

rdf
r

 (2.2) 

0. =∇ rdf
r

 (2.3) 

Imagine que esta partícula interaja com a superfície de vínculo de forma que uma força 
normal vF  (força devida ao vínculo) surja, logo, 

fF v ∇
r

 //   (2.4) 

vFkf .=∇
r

 (2.5) 

Substituindo a Equação (2.5) na Equação (2.3) temos: 

0.. =rdFk v  (2.6) 

0. =rdF v  (2.7) 

Como trabalho define-se como força x distância vem da equação (2.7), 

0. == rdFdW v  (2.8) 

Pode haver o caso em que a superfície de vínculo se modifica com o tempo. O procedimento 

analítico para superar esta dificuldade vem pela introdução do princípio dos deslocamentos 

virtuais onde se desconsidera a perturbação temporal, daí temos a expressão do princípio do 

trabalho virtual como segue na equação (2.9): 
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0. == rFW v δδ  (2.9) 

O princípio do trabalho virtual pode ser enunciado da seguinte forma: o trabalho feito pelas 

forças de vínculo relativas a deslocamentos virtuais é zero. 

 

Exemplo 1: (Meirovitch, 1970) para o sistema dinâmico apresentado encontre pelo princípio 

do trabalho virtual a equação do movimento. 

 

 
Resposta: 

( ) 







−==

y
x

gmxkrFW v δ
δ

δδ ....  

0... =+−= ymgxxkW δδδ  

Como lllx )).cos(1()cos(. θθ −=−=  e )(. θsenly =  temos os diferenciais: 

δx 

θ

l 

m

m gr  

Eixo x 

δy 

Eixo y 

Mola 
Cte. Elástica k 

-k.x 

x
l 

l.cos(θ) 
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δθθδ
δθθδ

).cos(.
).(.

ly
senlx

=
=

 

Assim, substituindo na equação de Wδ vem: 

( )
( )( ) 0.)cos(.)(..)cos(1..

0).cos(.).(..)cos(1..
=+−−

=+−−
δθθθθ

δθθδθθθ
mglsenllk

mglsenllk
 

Como 0≠δθ  então: 

( )

( )
kl

mg
mglsenllk

=−

=+−−

)tan(.)cos(1

0)cos(.)(..)cos(1..

θθ

θθθ
 

Que é uma equação transcendental do movimento para a coordenada generalizada θ  com o 

sistema em equilíbrio ( 0== θθ &&& ). 

2.2 PRINCÍPIO DE D’ALEMBERT: 

Da segunda lei de Newton (lei da inércia): 

•

= pF  (2.10) 

onde F é a força resultante de todas as forças presentes no sistema e 
•

p  é a derivada do 
momento  linear. Suponha que possamos reescrever F na forma: 

∑∑ +=
j

jv
i

i FFF ,  (2.11) 

onde Fi são todas as forças aplicadas e Fv,j são as forças de vínculo. Substituindo a Equação 
(2.11) na Equação (2.10) teremos o princípio de D’Alembert: 

0, =−+
•

∑∑ pFF
j

jv
i

i  (2.12) 

Para chegar ao princípio generalizado de D’Alembert temos que proceder como segue: 
multiplique a equação (2.12) por um “deslocamento virtual reversível” rδ  (um irδ  e jrδ  
para cada componente): 

0... , =−+
•

∑∑ ij
j

jvi
i

i rprFrF δδδ  (2.13) 

Sendo, 

∑=
i

jvv FF ,  (2.14) 

Temos que, 
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0... =−+
•

∑ ijvi
i

i rprFrF δδδ  (2.15) 

Pelo princípio do trabalho virtual (equação 2.9) podemos simplificar a equação (2.15) da 
seguinte forma: 

0.. =−
•

∑ ii
i

i rprF δδ  (2.16) 

Como para cada iF  aplicada há um 
i

p
•

 equivalente, onde 
ii pF

•

−  é conhecida como “força 
efetiva”, teremos o princípio generalizado de D’Alembert (Meirovitch, 1970): 

0. =





 −∑

•

i
i

ii rpF δ  (2.17) 

É interessante perceber que a lei da conservação da energia pode ser obtida a partir da 
equação (2.17) (aproximando irδ  para uma variação infinitesimal ird ): 

0.... =











− ∑∑

•

dt
dt
rdrm

dt
drF i

i
ii

i
i δ  (2.18) 

Do cálculo diferencial elementar sabe-se que 
dt

rrd
r

dt

rd 







=






 ••

•

•

.
.

2
1. , logo: 

0....
2
1. =








− ∑∑

••

dtrrm
dt
drF

i
iii

i
i δ  (2.19) 

Sendo o sistema conservativo, sendo K a energia cinética e U a energia potencial, temos que 
o trabalho pode ser dado por: 

∑=−=
i

ii rdFUW .δ  (2.20) 

e fazendo: 









= ∑

••

i
ii rrmddK ...

2
1

 (2.21) 

Teremos, substituindo as Equações (2.20) e (2.21) na Equação (2.19): 

0=−− dKdU  (2.22) 

( ) 0=+ KUd  (2.23) 

Integrando a equação (2.23) temos: 
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UKE +=  (2.24) 

Logo, podemos concluir que a energia mecânica ou total E (equação 2.24) é uma constante 

igual à soma das energias cinética e potencial, válida para sistemas em que a energia 

potencial e os vínculos independem do tempo. 

2.3 PRINCÍPIO DE HAMILTON: 

Do princípio generalizado de D’Alembert, Equação (2.17), temos: 

0.. =





 −∑

••

i
i

ii rrmF δ  (2.25) 

0... =− ∑∑
••

i
i

ii
i

ii rFrrm δδ  (2.26) 

Sendo 

i
i

i rFW δδ .∑=  (2.27) 

o trabalho virtual realizado por todas as forças presentes no sistema (conservativas e não 

conservativas), e lembrando-se que iiiiii rrrrrr
dt
d •••••

+=





 δδδ ...  e do cálculo elementar 

conforme vimos 
dt

rrd

dt

rd
r









=






 •••

•
..

2
1

. , teremos: 







−






=

•••••

iiiiii rrrr
dt
drr ..

2
1.. δδδ  (2.28) 

Daí vem, aplicando-se as Equações (2.27) e (2.28) na Equação (2.26) teremos, 

0..
2
1... =−






−






 ∑∑

•••

Wrrmrr
dt
dm

i
iii

i
iii δδδ  (2.29) 

0.. =−−





∑

•

WKrr
dt
dm

i
iii δδδ  (2.30) 

∑ 





=+

•

i
iii rr

dt
dmWK δδδ ..  (2.31) 

Integrando no tempo a equação (2.31) no intervalo [t1,t2] teremos, 
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( ) ∑ ∫∫ 





=+

•

i

t

t
iii

t

t

rrdmdtWK
2

1

2

1

... δδδ  (2.32) 

( ) ∑∫ 



=+

•

1

2...
2

1
t
t

rrmdtWK iii

t

t

δδδ  (2.33) 

O segundo membro da equação (2.33) dará zero como pode-se ver pela Figura 2.2: em t1 e t2 
a variação irδ  torna-se nula em relação ao caminho real (newtoniano, ou dinâmico). 

δri

t1

t2Caminho variado

Caminho real

 
FIGURA 2.2 - Interpretação gráfica de um deslocamento virtual. 

Logo, a equação (2.33) simplifica-se na seguinte equação: 

( ) 0.
2

1

=+∫ dtWK
t

t

δδ  (2.34) 

Como Wδ  representa o trabalho virtual de forças conservativas e não conservativas vem 
que 

NCC
WWW δδδ +=  (2.35) 

onde UW
C

δδ −=  é o trabalho realizado por forças conservativas e NCWδ  é o trabalho 
realizado por forças não conservativas, daí teremos: 

NCWUW δδδ +−=  (2.36) 

Aplicando a Equação (2.36) na Equação (2.34) vem: 

( ) 0  
2

1

2

1

=+− ∫∫ dtWdtUK
t

t

t

t
NCδδδ  (2.37) 

( ) 0  
2

1

2

1

=+− ∫∫ dtWdtUK
t

t

t

t
NCδδ  (2.38) 
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A equação (2.38) é conhecida como princípio generalizado de Hamilton, onde a chamada 
“lagrangeana“ do sistema é dada por UKL −=  o que permite reescrever a equação (2.38) 

na forma 0  
2

1

2

1

=+ ∫∫ dtWdtL
t

t

t

t
NCδδ .  

Se não há forças não conservativas no sistema então a equação (2.38) simplifica-se para 

( ) 0 
2

1

=−∫ dtUK
t

t

δ  (2.39) 

que é conhecida como o princípio estendido de Hamilton, podendo ser escrito também 

como 0 
2

1

=∫ dtL
t

t

δ   ou  0 
2

1

=∫ dtL
t

t

δ . 

 
Exemplo 2: (Meirovitch, 1970) para o sistema dinâmico apresentado no Exemplo 1 encontre 

pelo princípio (estendido) de Hamilton a equação do movimento para a posição de 

equilíbrio. 

Resposta: 

A lagrangeana de tal sistema é dada por: 

( ) ( ) ( )( ) 



 +−−=







 −−=−=

)(2cos1cos
2
1,

2
1.

2
1

222

22

θθθθθθ sen
l
g

m
kmlL

mgykxymUKL

&&

&

 

Usando o princípio estendido de Hamilton com o conceito elementar de diferencial total, 

( ) ( ) ( )
∫∫ 








∂

∂
+

∂
∂

=
2

1

2

1

, , , 
t

t

t

t

dtLLdtL θδ
θ

θθδθ
θ

θθθθδ &
&

&&
&  

Chega-se à equação: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 0 coscos)(cos1cos)(
2

1

222 =








−



 −−+− ∫ dt

l
gsen

m
ksenml

t

t

θδθθδθθθθθθθ &&&  

( ) ( )( ) ( ) ( ) 0cos cos)(cos1cos)( 2

1

2

1

22 =−



 −−+∫

t

t

t

t

dt
l
gsen

m
ksen δθθθδθθθθθθθ &&  

Como 0)()( 21 == tt δθδθ  (Figura 2.2), teremos: 

( ) ( )( ) ( ) 0 cos)(cos1cos)(
2

1

2 =



 −−+∫ dt

l
gsen

m
ksen

t

t

δθθθθθθθ&  

O que para satisfazer tal equação é preciso que o integrando seja nulo: 
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( ) ( )( ) ( ) 0cos)(cos1cos)(2 =−−+ θθθθθθ
l
gsen

m
ksen&  

Para o sistema numa posição de equilíbrio 0== θθ &&& : 

( )( ) ( ) 0cos)(cos1 =−− θθθ
l
gsen

m
k  

( )
kl

mg
=− )tan(.)cos(1 θθ  

 

Exemplo 3: (Junkins, 1993) Encontrar a equação do movimento para uma viga engastada-

livre sujeita a um carregamento transversal p(x,t). 

 

Dados estruturais (constantes) da viga: 

 Módulo de Young (módulo de elasticidade): E 

 Momento de inércia da seção transversal da viga: I 

 Densidade de massa: ρ 

 Comprimento: l 

 

Resposta: 

Condições de contorno, 

p(x,t) 

l 

y 

x 
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lx
x

y

lx
x
y

l
t
x

x
tyty

==
∂
∂

==
∂
∂

===
∂
∂

=
∂

∂
=

 em  0

 em  0

 xe  0 xem  0

0),0(    ;0),0(

2

2

3

3  

Energia cinética e energia potencial: 

∫

∫









∂

∂
=









∂
∂

=

l

l

dx
x

txyIEU

dx
t

txyK

0

2

2

2

0

2

),(...
2
1

),(..
2
1 ρ

 

Onde E.I é a “elasticidade” da viga. Vou convencionar chamar a elasticidade da viga por EI, 

simplesmente. 

O trabalho virtual devido à força externa não conservativa p é: 

[ ][ ]

dxtxytxpW

dxW

l

l

NC

NC

.),().,(

.al transvers virtualtodeslocamen.vaconservati não externa força

0

0

∫

∫

=

=

δδ

δ
 

Pelo princípio generalizado de Hamilton, 
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Da equação i temos, 
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Fazendo uma integração por partes onde, 
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b)  
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Resolvendo (apenas) a integral, 
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Logo, juntando as soluções teremos: 
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Substituindo as equações ii e iii na equação i teremos: 
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Devido às arbitrariedades de yδ a solução da equação acima só poderá ser: 
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CAPÍTULO 3                                                                                   

ABORDAGEM LAGRANGEANA DAS EQUAÇÕES DO MOVIMENTO 

Como vimos, podemos compactar o integrando da equação (2.39) inserindo a noção de 

lagrangeana do sistema tal como abordado por Meirovitch (1980 e 1970), Leite (1978) e 

Greenwood (1965): 

UKL −=  (3.1) 

Logo, a equação (2.39) fica da seguinte forma: 

∫ ==
2

1

0.
t

t

dtLS δδ  (3.2) 

Onde o S da equação (3.2), conhecido como “ação”, é expresso por: 

∫=
2

1

.
t

t

dtLS  (3.3) 

O objetivo agora é encontrar o valor estacionário da “ação”. Para tanto, reescrevamos a 

equação (3.3) considerando a lagrangeana L como função do tempo t , da posição r  e da 

velocidade 
•
r : 

dtrrtLS
t

t

.,,
2

1

∫ 





=

•

 (3.4) 

A ação S da equação (3.4) é um “funcional” dado que representa um mapeamento (ou 

função) de um espaço linear vetorial (onde estão os vetores r  e 
•
r ) num campo numérico 

(um tipo especial de campo) que no caso é o conjunto dos números reais (Oden, 1979). 

Se inserirmos uma perturbação na equação (3.4), i.e., 

)()( ttrR ηε+=  (3.5) 

que é o valor perturbado da posição r, estaremos descrevendo o funcional S como função de 

ε , onde η(t1) = η(t2) = 0 (Figura 3.1), logo, 
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dtRRtLRRtS
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ε  (3.6) 

ε.η(t)
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t2
qi(t, ε)

qi(t)
 

FIGURA 3.1- Trajetórias real e perturbada. 

 

Podemos reescrever (3.6) com as chamadas “coordenadas generalizadas”: 
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Inserindo perturbações às coordenadas generalizadas teremos de uma forma geral: 

)(. tqq ii ηε+=  (3.8) 

Onde iq  é o valor perturbado da coordenada qi. Podemos trabalhar apenas com essas 

coordenadas generalizadas perturbadas no prosseguimento dos cálculos, entretanto, para N 

coordenadas generalizadas devemos ter N soluções.  

Derivando a equação (3.7) em relação à ε vem: 
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 (3.9) 

Mas como, 
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Daí, teremos 
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Integrando por partes a segunda parcela do segundo membro equação (3.13) vem que 
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Quando fizermos ε = 0, teremos 0=εd
dS ; 
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No intervalo ( )21 , tt  o η(t) não é nulo o que permite concluir que a solução é dada por: 
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que é a equação diferencial de Euler-Lagrange calculada para cada iq  e iq
•

. Segundo 

Junkins (1993), D’azzo (1981) e Meirovitch (1970), a Equação (3.18) pode ser escrita na 

forma mais geral tal como segue: 
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onde ∑=
m

k
ikki aQ ,.λ representa as forças generalizadas oriundas de vínculos (podendo ser 

forças translacionais ou torques), iλ  são multiplicadores de Lagrange, aki são coeficientes de 

vínculo, NC  iQ  representa as forças não conservativas associadas aos qk (as forças 

conservativas já estão embutidas na lagrangeana L) e ℑ  é a função de dissipação de 

Rayleigh (representando,por exemplo, forças de amortecimento viscoso): 

∑∑
= =
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j
jiij qqc

1 1
...

2
1

 (3.20) 

sendo os coeficientes cij simétricos em i e j. A equação (3.20) pode ser encontrada em 

Junkins (1993). 

 

Exemplo 3: Deduza a equação do movimento para o sistema do exemplo 1 usando a 

equação de Euler-Lagrange. 

Resposta: 
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Existem duas equações de vínculos: 
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Tais vínculos são holônomos (integráveis) e, além disso, ainda são exclerônomos porque não 

contém o tempo mostrado explicitamente (caso tivessem seriam vínculos reônomos). 

Calculando os coeficientes de vínculo aki: 
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O sistema é conservativo ( NC  iQ = 0) e não possui forças dissipativas ( ℑ = 0), assim teremos: 
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Teremos três variáveis generalizadas q1= x, q2 = y, q3 = θ, e como temos dois vínculos, isso 

resulta em que o sistema será descrito em 3-2=1 grau de liberdade (variável θ). Assim, 

resolvendo as três equações de Euler-Lagrange: 
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Substituindo os valores para os iλ  como funções de θ ( ( ))cos(1..1 θλ −= lk  e 

( ) ( ) mgsenlmmg
dt

ldm −+−=−= θθθθθλ &&& ).cos().(.)cos(.. 2
2

2

1 ) e considerando o resultado 

para a situação de equilíbrio 0== θθ &&& , finalmente chegamos à expressão: 

( )
kl
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=− )tan(.)cos(1 θθ  
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CAPÍTULO 4                                                                                   

VIGAS DE EULER-BERNOULI E TIMOSHENKO 

Nesta seção serão abordados dois tipos de modelos de vigas (Junkins, 1993; e Craig, 1981). 

Na viga de Euler-Bernouli a elasticidade EI e a área transversal A dependem somente da 

posição x (Figura 4.1). 

 

A

M S

x

y

 

FIGURA 4.1- Viga de Euler-Bernouli. 

 

O momento fletor está relacionado com a curvatura da viga da seguinte forma: 

).(curvaturaEIM =  (4.1) 

 
Para uma viga de Euler-Bernoulli temos para o momento fletor: 

µ
1.EIM =  (4.2) 

e a tensão cisalhante é dada por: 

x
MS
∂

∂
=  (4.3) 

Em muitos casos em que a flexão da viga é pequena, o momento fletor da viga pode ser 

aproximado por: 
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2

2

.~
x

yEIM
∂
∂

 (4.4) 

onde y(x,t) representa o movimento transversal de um ponto sobre a linha-neutra da viga 

(região a qual não sofre deformações quando a viga é sujeita a deformações). 

O cálculo da tensão de cisalhamento é dado por substituição de (4.4) em (4.3): 

3

3

.
x

yEIS
∂
∂

=  (4.5) 

As energias cinética e potencial são dadas a seguir, respectivamente, pelas equações: 

∫ 







∂
∂

=
L

dx
t
yK

0

2

...
2
1 ρ  (4.6) 

∫ 








∂
∂

=
L

dx
x

yEIV
0

2

2

2

...
2
1

 (4.7) 

onde ρ é a densidade de massa da viga e L é o comprimento da viga. 

Na viga de Timoshenko EI e A dependem das rotações da estrutura provocadas por forças 

de cisalhamento (Figura 4.2). 

α

A

 

Fig. 1  

FIGURA 4.2 - Viga de Timoshenko. 

Aqui α é a rotação da seção transversal dada por: 

x
y

∂
∂

+= βα  (4.8) 

onde β é o chamado ângulo de cisalhamento. 

O Momento fletor para a viga de Timoshenko é dado por: 
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x
EIM

∂
∂

=
α.  (4.9) 

e a tensão de cisalhamento: 

x
EIS

2

2

.
∂
∂

=
α

 (4.10) 

e as energias cinética e potencial: 

∫∫
••

+=
2

0

2
2

0

2 .)(..)(..
2
1 dxIdxyAK αρρ  (4.11) 

dx
x

EIV
L

...
2
1

2

0
∫ 








∂
∂

=
α

 (4.12) 
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CAPÍTULO 5                                                                                   

O PROBLEMA DIFERENCIAL DO AUTOVALOR 

Considere a equação diferencial linear do movimento transversal de uma viga engastada-

livre de Euler-Bernouli quando não há termos forçantes (Junkins, 1993): 

0
 

.
 

.
2

2

4

4

=
∂

∂
+

∂

∂

t
y

x
yEI ρ  (5.1) 

Empregando o método de separação de variáveis: 

)().(),( tFxYtxy =  (5.2) 

e aplicando (5.2) em (5.1): 

( ) ( )
0

 
)().(.

 
)().(.

2

2

4

4

=
∂

∂
+

∂

∂

t
tFxY

x
tFxYEI ρ  (5.3) 

0
 

)(.
)(

1
 

)(.
)(. 2

2

4

4

=
∂

∂
+

∂

∂

t
tF

tFx
xY

xY
EI

ρ  (5.4) 

O fato mostrado na Equação (5.4) de que os termos dependentes de x cancelam-se com os 

termos dependentes de t implica que são iguais a um termo constante e possuem sinais 

opostos: 

λ
ρ

=
∂

∂
=

∂

∂
2

2

4

4

 
)(.

)(
1  -  

 
)(.

)(. t
tF

tFx
xY

xY
EI

 (5.5) 

Notemos que λ pode ser um valor estritamente positivo ou negativo. Para o caso estritamente 

negativo assuma que λ = - ω2 onde ω é uma constante qualquer não nula. Analisemos o que 

ocorre partindo de (5.5): 

λ
ρ

=
∂

∂
4

4

 
)(.

)(. x
xY

xY
EI

 (5.6) 

λ=
∂

∂
2

2

 
)(.

)(
1  - 

t
tF

tF  (5.7) 

Partindo agora de (5.7), sendo λ = - ω2, 
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2
2

2

 
)(.

)(
1  - ω−=

∂

∂

t
tF

tF  (5.8) 

0)(.
 

)( 2
2

2

=−
∂

∂ tF
t

tF
ω  (5.9) 

cuja solução é: 

tt eCeCtF .
2

.
1 ..)( ωω +− +=  (5.10) 

que é claramente divergente, não possuindo interesse físico prático. Por este motivo λ tem 

que ser estritamente positivo. 

Assim sendo, façamos λ = + ω2 para ter a partir de (5.7): 

2
2

2

 
)(.

)(
1  - ω=

∂

∂

t
tF

tF  (5.11) 

teremos a seguinte solução: 

tjtj eCeCtF ..
2

..
1 ..)( ωω +− +=  (5.12) 

( )φω −= tCtF .cos.)(  (5.13) 

Podemos agora utilizar λ = + ω2 para obter uma solução para a equação (5.6): 

2
4

4

 
)(.

)(.
ω

ρ
=

∂

∂

x
xY

xY
EI

 (5.14) 

0)(..
 

)( 2

4

4

=−
∂

∂ xY
EIx

xY ρω
 (5.15) 

fazendo 
EI

ρω
β

.2
4 = , vem: 

0)(.
 

)( 4
4

4

=−
∂

∂ xY
x

xY
β  (5.16) 

A equação (5.16) possui as seguintes raízes: β, -β, j.β, -j.β. Portanto, Y(x) será da forma: 

xjxjxx ekekekekxY ..
4

..
3

.
2

.
1 ....)( ββββ +++= −−

 (5.17) 
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Para obter uma forma trigonométrica da Equação (5.17) temos que proceder da seguinte 

forma: 

xjxjxxxxxx ekekekekekekekekxY ..
4

..
3

.
2

.
1

.
2

.
1

.
2

.
1 ........)( ββββββββ ++−++−+= −−−−

 (5.18) 

[ ] [ ] ).(.).cos(.....)( 12
.

2
.

1
..

2
..

1 xsinCxCekekeekeekxY xxxxxx ββββββββ ++−+++−= −−−
 (5.19) 

onde ( )431 . kkjC +−=  e 432 kkC += . Continuando o desenvolvimento a partir da Equação 

(5.19) fazendo 2
'3

1
Ck −=  e 2

4
2

Ck = : 

).(.).cos(...
2

.
2

'.)( 12
.

1
.

2

..

4

..

3 xsinCxCekekeeCeeCxY xx
xxxx

ββββ
ββββ

+++−






 +
+







 −
−= −

−−

 (5.20) 









−−







 +
+







 −
−+= −

−−
xx

xxxx
ee

k
kkeeCeeCxCxsinCxY ..

1

2
1

..

4

..

321 .
2

.
2

'.).cos(.).(.)( ββ
ββββ

ββ  (5.21) 

Da Equação (5.21) obtém-se facilmente a seguinte equação: 

).cosh(.).(.).cos(.).(.)( 4321 xCxsinhCxCxsinCxY ββββ +++=  (5.22) 

onde kCC −−=  '33 . 

Das condições geométricas de contorno temos: 

0        0)0( 42 =+⇒= CCY  (5.23) 

0..        0)0(
31 =+⇒= CC

dx
dY

ββ  (5.24) 

0..L)cosh(...L)(..L)..cos(.L)..sin(-        0)(
4

2
3

2
2

2
1

2
2

2
=++−⇒= CCsinhCC

dx
LYd ββββββββ  (5.25) 

0..L)cosh(...L)(..L)..cos(.L)..sin(-        0)(
4

3
3

3
2

3
1

3
3

3
=++−⇒= CCsinhCC

dx
LYd ββββββββ  (5.26) 

Colocando as Equações (5.23) a (5.26) na forma matricial vem: 



















=
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
































−
−

0
0
0
0

.

.L)(..L)cosh(..L).sin(.L).cos(-
.L)cosh(..L)(..L).cos(.L).sin(-

00
1010

4

3

2

1

3333

2222

C
C
C
C

sinh
sinh

ββββββββ
ββββββββ

ββ
 (5.27) 
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Para a Equação (5.27) fornecer uma solução não-trivial para C1, C2, C3, C4 é preciso que o 

determinante da matriz de coeficientes de C1, C2, C3, C4 seja igual à zero: 

0

.L)(..L)cosh(..L).sin(.L).cos(-
.L)cosh(..L)(..L).cos(.L).sin(-

00
1010

det

3333

2222 =



















−
−

ββββββββ
ββββββββ

ββ

sinh
sinh  (5.28) 

Da Equação (5.28) teremos, finalmente: 

1).cosh()..cos( −=LL ββ  (5.29) 

que é conhecida como a equação característica, e inclui uma função transcendental. 

Recorrendo à métodos numéricos obtemos infinitas raízes “ Li ⋅β ” como soluções da 

Equação (5.29). Algumas dessas soluções estão apresentadas em Junkins (1993). Outros 

exemplos de arranjos de uma viga podem ser encontrados em Inman (1996) tal como 

mostrado na Figura 5.1. 

As freqüências de vibração da estrutura, ou modos de vibração, podem ser dadas pela 

seguinte expressão (em Hertz): 

( )
,...3,2,1 ,         

..2
.

4

2

== i
L

EIL
f i

i ρπ
β

 (5.30) 

onde “ Li .β ” são as soluções de (5.29). A freqüência dos modos de vibração vai aumentando 

à medida que o índice i aumenta. Não foi considerado nesses cálculos, mas se 

considerássemos o amortecimento estrutural ζ, perceberíamos que ele aumentaria à medida 

que a freqüência aumenta, conforme verificado experimentalmente em outros trabalhos. De 

acordo com Bryson (1994) não há uma teoria quantitativa satisfatória para predizer o 

amortecimento estrutural. 
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FIGURA 5. 1 – Diversos tipos de arranjos com uma viga, as equações transcendentais e 

modos de vibração correspondentes. 

                          FONTE: Inman (1996, p. 335).  
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CAPÍTULO 6                                                                                   

MÉTODO DOS MODOS ASSUMIDOS 

Uma aplicação bastante conhecida das equações de Euler-Lagrange para modelos contínuos 

é o chamado método dos modos assumidos (Craig, 1981). Para gerar um modelo de uma 

planta flexível que tenha equação diferencial de aproximadamente N graus de liberdade 

(D.O.F. – “Degrees Of Freedom”), o deslocamento elástico transversal pode ser expandido 

como uma combinação linear entre N funções de forma (“mode-shapes” ou autofunções) 

)(xiφ  que são construídas de forma a satisfazer as condições de contorno do problema em 

questão. Portanto a “deformação” (transversal ou longitudinal) ( )tx,υ  de uma viga pode ser 

descrita como uma combinação linear dessas funções de forma: 

∑
=

=
N

i
ii tqxtx

1
)().(),( φυ  (6.1) 

Os )(xiφ  são as funções de forma (“mode-shapes”) assumidas, )(tqi  são as coordenadas 

generalizadas e N denota o número de termos retidos na aproximação (caso de um modelo 

de N graus de liberdade ou N-DOF (“degrees of freedom”). 

O método dos modos assumidos consiste em substituir (6.1) nas expressões correspondentes 

à energia cinética K, energia potencial U e do trabalho virtual Wδ e então aplicar a Equação 

de Euler-Lagrange para encontrar as equações do movimento. 

Para ( )tx,υ  sendo considerado como uma deslocamento longitudinal (ou axial) de um 

elemento de massa numa viga de Euler-Bernoulli, a energia potencial elástica da viga pode 

ser dada por (Craig, 1981): 

∫ 







∂
∂

=
l

dx
x

AEtU
0

2

...
2
1)( υ        (6.2) 

Onde E é o módulo de Young (módulo de elasticidade) e A é a área da seção transversal da 

viga. Assim, substituindo a equação (6.1) na (6.2) teremos, 

∑∑
= =

=
N

i

N

j
jiij qqtU

1 1
...

2
1)( κ         (6.3) 

onde, 
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∫ ∂

∂

∂
∂

=
l

ji
ij dx

xx
AE

0

..
φφ

κ         (6.4) 

sendo cada ijκ  um elemento da matriz elasticidade. 

Em outras palavras, a energia potencial elástica U é uma função quadrática das coordenadas 

generalizadas como mostrado abaixo: 

qqU T κ.
2
1

=          (6.5) 

onde, 
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22221

11211

κκκ

κκκ
κκκ

κκ     (6.6) 

Onde cada ijκ  é dado pela equação (6.4). 

A energia cinética da viga devido ao deslocamento longitudinal υ  é: 

( )∫∫ =







∂
∂

=
ll

dxdx
t

K
0

2

0

2

..
2
1..

2
1 υρυρ &       (6.7) 

Substituindo (6.1) na (6.7) teremos: 

∑∑
= =

=
N

i

N

j
jiij qqmK

1 1
...

2
1

&&         (6.8) 

onde, 

∫=
l

jiij dxm
0

. φφρ          (6.9) 

Reescrevendo (6.8) numa forma quadrática: 

qMqK T &&.
2
1

=          (6.10) 

onde, 
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Quando a viga está sujeita a forças externas as forças generalizadas podem ser calculadas 

aplicando os conhecimentos de trabalho virtual.  Assim, se p(x,t) for uma força externa 

longitudinalmente aplicada na viga e ( )tx,υ  o deslocamento correspondente, 

( ) ( ) ( ) ( )∑∫
=

==
N

i
ii

l

txtxpdxtxtxpW
10

,.,,., δυδυδ      (6.12) 

Empregando a expressão (6.1) para ( )tx,υ  em (6.12) teremos, 

( )∫ ∑ 







=

=

l N

i
ii dxtqxtxpW

0 1
)().(., φδδ       (6.13) 

( )∫ ∑
=

=
l N

i
ii dxtqxtxpW

0 1
)().(., δφδ        (6.14) 

( )∑∫
=

=
N

i

l

ii dxtqxtxpW
1 0

)().(., δφδ        (6.15) 

∑
=

=
N

i
ii tqQW

1
)(.δδ         (6.16) 

onde as forças generalizadas são dadas por 

( )∫=
l

ii dxxtxpQ
0

)(., φ         (6.17) 

Fazendo-se uso da equação de Euler-Lagrange pode-se chegar à equação do movimento: 

i
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Q
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&  

QqqM =+ .. κ&&  (6.18) 

que é a equação do movimento (desconsiderando-se efeitos dissipativos na estrutura), onde 

Q é o vetor das forças generalizadas (forças ou torques). 

Para ( )tx,υ  sendo considerado como uma deslocamento transversal de um elemento de 

massa numa viga de Euler-Bernoulli, a energia potencial elástica da viga pode ser dada por: 

∫ 







∂
∂

=
l

dx
x

IEtU
0

2

2

2

...
2
1)( υ        (6.19) 

Onde I é o momento de inércia da viga e E é o módulo de Young. 

A energia cinética é dada por uma expressão idêntica a (6.7): 

( )∫=
l

dxAK
0

2...
2
1 υρ &         (6.20) 

Sendo ( )tx,υ  de acordo com (6.1) temos que, 

∫ ∂

∂

∂
∂

=
l

ji
ij dx

xx
IE

0
2

2

2

2

..
φφ

κ         (6.21) 

∫=
l

jiij dxAm
0

.. φφρ         (6.22) 

( )∫=
l

ii dxxtxpQ
0

)(., φ         (6.23) 

A partir daí o procedimento para chegar à equação do movimento (6.18) é similar ao 

mostrado anteriormente. 

O método dos modos assumidos segue o seguinte roteiro resumido (Craig, 1981): 

1. Selecione o número de funções de forma )(xiφ e construa tais funções; 

2. Calcule os coeficientes ijκ  da matriz elasticidade; 

3. Calcule os coeficientes mij da matriz massa; 
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4. Calcule as forças generalizadas ∫=
l

ii dxxtxpQ
0

)(),( φ  onde p(x,t) é um 

carregamento transversal sobre uma viga de comprimento l. 

5. Formar as equações do movimento usando a equação (6.18), caso não hajam forças 

dissipativas. 

 

Observação: se o )(xiφ  for uma “função de comparação”, isto é, uma função que satisfaz 

condições de contorno físicas e geométricas de uma viga de Euler-Bernoulli engastada-livre 

de comprimento l, ela pode ser expressa por: 

( ) ( ) 2
1 ...)1.(

2
1..cos1)( 






 −

−+





 −

−=− +

l
rxi

l
rxirx i

i
ππφ  (6.24) 

satisfazendo as seguintes condições de contorno: 

03

3

2

2

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
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=
+=+==

=
lrx

i

lrx

i

rx

i
rxi xxx

φφφ
φ , onde normalmente considera-se o coeficiente r 

= 0, por razões de simplicidade. A equação (2.125) foi sugerida em (Junkins, 1993). 

Exemplo 4: (Craig, 1981) 

Use o método dos modos assumidos para obter o modelo de 2-DOF de uma viga engastada-

livre que sofre deslocamento elástico ( )tx,υ  sujeito a ação de força externa P(t) 

longitudinalmente. 

 
Resposta: 

1) Selecionando as funções de forma )(xiφ . 

l 

y 

x ( )tx,υ
u(x t)

x

P 
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A única condição de contorno é: ( ) 0,0 =tυ  

Assim, as funções de forma )(xiφ  deverão satisfazer às seguintes condições de contorno: 

0)0()0( 21 == φφ  

)().()().()().(),( 2211

2

1
tqxtqxtqxtx

i
ii φφφυ +== ∑

=

 

Os )(xiφ  sugeridos (assumidos) visando satisfazer às condições de contorno foram: 
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2)Cálculo dos elementos da matriz de elasticidade: 
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∫ ∂
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∂
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
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
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3) Agora para a montagem da matriz M, 

∫=
l

jiij dxm
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. φφρ  

















=

=

==

=







∂
∂

= ∫

54

43

,
5

4

3
.

22

2112

0

2
1

11

AlAl

AlAl

M

Assim
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Almm

Aldx
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4) Forças generalizadas: 

p(x,t)=P somente existe em x=l, logo, 
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5) Agora montemos as equações do movimento: 
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CAPÍTULO 7                                                                                   

CONCEITO DE MODELAGEM PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

O Método dos Elementos Finitos (“Finite Elements Method” – FEM) foi criado para resolver 

dois principais problemas encontrados no Método dos Modos Assumidos (Craig, 1981): 

• No método dos modos assumidos é extremamente difícil escolher um conjunto de 

funções de forma )(xiφ  para uma estrutura que tenha uma geometria complexa; 

• As equações resultantes do método dos modos assumidos são em geral altamente 

acopladas o que exige mais tempo de processamento numérico e mais espaço na memória do 

computador; 

• Para cada nova geometria devemos elaborar quase sempre um novo conjunto de 

funções de forma )(xiφ . 

O Método dos Elementos Finitos (FEM) pode ser considerado uma aplicação do método dos 

modos assumidos onde  )(xiφ representam formas de deflexão sobre uma porção da estrutura 

(elemento finito) com os elementos sendo montados para formar o sistema estrutural com 

sua geometria complexa. 

Vamos ver aqui os casos de movimento longitudinal, transversal, torsional para o 

movimento em duas dimensões e combinações entre estes para o caso em três dimensões. 

7.1 MOVIMENTO AXIAL 

Seja uma barra de comprimento uniforme l, densidade de massa ρ , módulo de Young E e 

área da seção transversal A (Figura 7.1).  
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FIGURA 7.1 – Um elemento uniforme sujeito à deformação longitudinal. 

   FONTE: Craig (1981, p. 383). 
 
A aproximação mais simples que se pode ter para o deslocamento nas duas extremidades, 

)().()().(),( 2211 tqxtqxtx φφυ +=  (7.1) 

 

 

FIGURA 7.2 – Funções de forma para o elemento longitudinal. 

Tendo em vista que )(),(  e  )(),0( 21 tqtltqt == υυ  as condições de contorno das funções de 

forma que devem ser satisfeitas são;  

1)(
0)0(

0)(
1)0(

2

2

1

1

=
=

=
=

l

l

φ
φ
φ
φ

 (7.2) 

Da equação diferencial que rege a dinâmica da deformação longitudinal de uma viga (Craig, 

1981, cap.9) encontramos a expressão para a deformação υ  (onde a densidade de massa ρ  é 

1 

1 

l
x−= 11φ

1 

1

l
x−= 11φ

x/l                                               x/l 
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constante), para uma condição inicial ( ) ( ) ( ) 00,0,0, 2

2

=
∂

∂
=

∂
∂

=
x
x

x
xx υυυ , a elasticidade EI é 

constante e a força externa p = 0,  

2

2

t
p

x
EI

x ∂
∂

=+







∂
∂

∂
∂ υρυ

 (7.3) 

02

2

=
∂
∂

x
EI υ

 (7.4) 

Daí, 

xccx 21)( +=υ  (7.5) 

Normalizando em relação ao comprimento da viga l, 

( )l
xccx 21)( +=υ  (7.6) 

A partir de uma simples comparação entre (7.6) e (7.2) chegamos às funções de forma 

(modos assumidos): 

l
xx

l
xx

=

−=

)(

1)(

2

1

φ

φ
 (7.7) 

De equações anteriormente mostradas: 

∫ ∂

∂

∂
∂

=
l

ji
ij dx

xx
IE

0
2

2

2

2

..
φφ

κ         (7.8) 

∫=
l

jiij dxAm
0

.. φφρ         (7.9) 

( )∫=
l

ii dxxtxpQ
0

)(., φ         (7.10) 

Após substituirmos (7.7) em (7.8), (7.9) teremos, 









−

−



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11
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.
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AEκ         (7.11) 


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






=

21
12

.
6
AlM ρ         (7.12) 

Finalmente, as equações do movimento: 
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QqqM =+ .. κ&&         (7.13) 
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.
6 Q

Q
q

l
AEqAl

&&
ρ     (7.14) 

Como nesse caso apresentado a viga com deformação elástica longitudinal está  livre de 

forças externas temos Q=0, 
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q
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AEqAl
&&

ρ     (7.15) 

7.2 MOVIMENTO TRANSVERSAL 

Para o caso do movimento transversal de uma viga de Euler-Bernouli de comprimento l 

devemos considerar quatro tipos de deformações: 1) o movimento transversal na 

extremidade inicial )(),0( 1 tqt =υ , 2) a declividade na extremidade inicial )(),0(
2 tq

x
t

=
∂

∂υ , 

3) o movimento transversal na extremidade final )(),( 3 tqtl =υ  e 4) a declividade  na 

extremidade final )(),(
4 tq

x
tl

=
∂

∂υ . Assim sendo, a deformação υ  pode ser escrita como: 

∑
=

=
4

1
)().(),(

i
ii tqxtx φυ  (7.16) 

 

FIGURA 7.3 – Deflexão transversal na viga de Euler-Bernouli. 

 

Da Figura 7.3 temos: 

)().0()().0(),0( 2211 tqtqt φφυ +=  (7.17) 

que significa dizer que a viga em x = 0 não sofre a influência de ϕ3 nem ϕ4. Isto é: 

x

y 

 
q1(t) 

 
q2(t) q3(t) 

 

q4(t)
 

 
l 
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0)0()0()0()0( 43
43 =∂

∂=∂
∂== xx

φφφφ  (7.18) 

)().()().(),( 4433 tqltqltl φφυ +=  (7.19) 

que significa dizer que a viga em x = l não sofre a influência de ϕ1 nem ϕ2. Isto é: 

0)0()0()0()0( 21
21 =∂

∂=∂
∂== xx

φφφφ  (7.20) 

Similarmente, 

)(.
)0(

)(.
)0(),0(

2
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1
1 tq

x
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xx
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∂
∂
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∂

∂
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∂ φφυ

 (7.21) 
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∂

∂
+

∂
∂

=
∂

∂ φφυ
 (7.22) 

A análise da figura 8 permite perceber que: 

)(),0( 1 tqt =υ  (7.23) 

O que, quando comparando (7.17) com (7.23) tem-se que: 

0)0(
1)0(

2

1

=
=

φ
φ

 (7.24) 

A análise da figura 8 percebe-se que: 

)(),0(
2 tq

x
t

=
∂

∂υ
 (7.25) 

O que, quando comparando (7.25) com (7.21) tem-se que: 

1
)0(

0
)0(
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=
∂

∂

=
∂

∂

x

x
φ

φ

 (7.26) 

A análise da Figura 7.3 permite perceber que: 

)(),( 3 tqtl =υ  (7.27) 

O que, quando comparando (7.27) com (7.19) tem-se que: 
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 (7.28) 

A análise da Figura 7.3 percebe-se que: 

)(),(
4 tq

x
tl

=
∂

∂υ
 (7.29) 

O que, quando comparando (7.29) com (7.22) tem-se que: 
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φ

 (7.30) 

Assim, as condições de contorno obtidas nas equações (7.24), (7.26), (7.28) e (7.30) podem 

ser agrupadas no seguinte conjunto (Craig, 1981): 
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 (7.31) 

 
Da equação diferencial que rege a dinâmica da deformação transversal de uma viga (Craig, 

1981, cap.9) encontramos a expressão para a deformação υ  (onde a densidade de massa ρ  é 

constante) para uma condição inicial ( ) ( ) ( ) 00,0,0, 2

2

=
∂

∂
=

∂
∂

=
x
x

x
xx υυυ , a elasticidade EI é 

constante e a força externa p = 0, 

p
tx
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2 υρυ
 (7.32) 
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 (2.40) 

( ) 3
4

2
321 xcxcxccx +++=υ  (7.33) 
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Normalizando quanto ao comprimento l da viga teremos, 

( )
3

4

2

321 





+






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
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
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l
xc

l
xc

l
xccxυ  (7.34) 

Fazendo a seguinte consideração de normalização para as variáveis normalizadas em uma 

condição inicial t = 0: 

1)0()0()0()0( 4321 ==== qqqq  (7.35) 

Daí, fazendo uma analogia entre (7.34) e (7.15) usando a consideração (7.35) teremos, 

)0().()0().()0().()0().()0,( 33332211 qxqxqxqxx φφφφυ +++=  (7.36) 
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analogamente, 
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 (7.38) 

De (7.37) para x = 0 e levando em consideração (7.31): 
3
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2
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l
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De (7.38) para x = 0 e levando em consideração (7.31): 

2
432 0302
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 (7.40) 

lc =2           (7.41) 

Das equações (7.37) e (7.38) para x = l e levando em consideração (7.31): 

43210100 cccc +++=+++        (7.42) 

l
c

l
c

l
c 432 32

1000 ++=+++  (7.43) 

Criando um sistema com (7.42) e (7.43) temos: 
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
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        (7.44) 

Aplicando os resultados encontrados para c1 e c2 no sistema (7.44) chegamos ao sistema, 


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032 43

43

cc
lcc

         (7.45) 

O que resulta em, 

lc 33 −=           (7.46) 

lc 24 =           (7.47) 

Voltando à (7.37) com as constantes definidas teremos: 
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Claramente (7.48) satisfaz às condições (7.31). A derivada de (7.48) em x também satisfaz à 

(7.31). 

Para encontrar cada função de forma individualmente devemos desmembrar (7.48) 

cuidadosamente sempre tendo em consideração (7.31): 
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 (7.49) 

Donde as funções de forma são: 
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 (7.50) 

A Figura 7.4 mostra as formas dessas funções de forma. 

 

 

 

FIGURA 7.4 – funções de forma para a deformação transversal. 

Finalmente, podemos usar as equações ∫ ∂

∂

∂
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=
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φφ

κ  e ∫=
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.. φφρ  para 

calcular os elementos das matrizes de elasticidade e de massa para obter as  seguintes 

matrizes simétricas: 

ϕ1(x)      ϕ3(x) 
 
 
 
 
 
 
      
ϕ2(x)        l  ϕ4(x)           l 
 
 
 
 
 
                  l 
 
       l 
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As equações do movimento são então montadas, 

0.. =+ qqM κ&&          (7.53) 
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7.3 MOVIMENTO DE TORÇÃO 

Seja Ip o momento de inércia ao redor do eixo centroidal de uma viga (eixo x da Figura 7.5) 

e GJ a chamada elasticidade torcional, as energias potencial elástica e cinética provocadas 

com esse efeito de torção são dadas por, 

∫ 







∂
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=
l

dx
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GJtU
0

2
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2
1)( θ         (7.55) 

( )∫=
l

p dxIK
0

2
...

2
1 θρ &         (7.56) 

Sendo l o comprimento da viga e θ a posição angular de um elemento de massa da viga 

devido à torção, em função da posição e do tempo. 

Convém lembrar que em um grande número de casos práticos o eixo torcional não coincide 

com o eixo de inércia. Isso ocorre quando temos uma seção não circular o que gera um 

acoplamento entre flexão e torção e é este um efeito que ocorre nas asas de aviões. 
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FIGURA 7. 5 – elemento de viga sofrendo torção. 

A deformação rotacional ao longo do elemento de viga é dado pelos modos  assumidos, 

)().()().(),( 2211 tqxtqxtx φφθ +=  (7.57) 

De (Craig, 1981, seção 9.3) temos a seguinte equação diferencial, 

02

2

=
∂
∂

x
GJ θ

 (7.58) 

Visto que essa equação possui a mesma forma da equação de equilíbrio para a deformação 

longitudinal e dado que as funções de forma devem satisfazer as mesmas condições de 

contorno que no caso longitudinal, significa que podemos usar como funções de forma para 

o caso  da torção as mesmas equações de forma usadas no caso longitudinal, 

l
xx

l
xx

=

−=

)(

1)(

2

1

φ

φ
 (7.59) 

Similarmente temos, com adaptações para o caso da torção, 

∫ ∂

∂

∂
∂

=
l

ji
ij dx

xx
GJ

0

.
φφ

κ         (7.60) 

∫=
l

jipij dxIm
0

.. φφρ         (7.61) 

( )∫=
l

ii dxxtxQ
0

)(., φτ         (7.62) 

θ(x,t) 

θ1 

θ2 

x 

y 

z 
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onde τ(x,t) é o torque distribuído por unidade de comprimento. Inserindo (7.60) nas 

equações (7.60) e (7.61) temos: 









−

−






=

11
11

.
l

GJκ         (7.63) 

















=

21
12

.
6

lI
M pρ

        (7.64) 

Finalmente, as equações do movimento desconsiderando a presença de torques externos: 

0.. =+ qqM κ&&          (7.65) 









=








−

−






+
















0
0

.
11
11

..
21
12

.
6

q
l

GJq
lI p &&

ρ
     (7.66) 

Segundo Craig (1981), um tratamento completo sobre o deslocamento tridimensional de 

vigas e da dinâmica estruturas complexas é dado por J.S. Przemieniecki em “Theory of 

Matrix Structural Analysis” (McGraw Hill, New York, 1968). 

7.4 DINÂMICA ENVOLVENDO TRELIÇAS - MÉTODO DO DESLOCAMENTO  

Nas seções anteriores vimos que as matrizes de massa e elasticidade foram calculadas a 

partir de elementos de massa numa mesma base xyz. No caso de uma treliça freqüentemente 

existem membros que não estão alinhados com um eixo comum chamado “base de 

referência global” (XYZ), como no caso apresentado na Figura 7.6. 

 

 

 

 

FIGURA 7.6 – sistema de eixos coordenados de uma treliça. 
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Na Figura 7.6 temos o elemento de viga sendo submetido a um deslocamento u1 numa 

extremidade e a outro deslocamento u2 em outra extremidade. A idéia aqui é transformar 

esses vetores de deslocamentos para a base global, i.e., reescrevendo-os no sistema de 

coordenadas da base global, como faremos a seguir. Na figura 7.7 o sistema global é XY, 

com versores YX ˆˆ  e o sistema da viga é xy. 

 

FIGURA 7.7– Decomposição dos deslocamentos longitudinais da viga em componentes do 

eixo global. 

Assim, podemos reescrever o deslocamento u1 nas coordenadas do sistema global, 

( ) ( )YsenuXuu xyxyXY
ˆ..ˆ.cos. 111 θθ +=       (7.67) 

Sendo o escalar xyu1  o valor do módulo  do vetor deslocamento u1 que originalmente estava 

na base xy. 

Para simplificar a notação de (7.67) façamos, 

Yuu

Xuu

xyY

xyX

ˆ..

ˆ.

11

11

=

=
         (7.68) 

Logo, voltando à (7.67), 

( ) ( ) YXXY usenuu 111 ..cos θθ +=        (7.69) 

Analogamente para u2: 

     Y 
 
 
           xi 
         
          u2Y         u2 

 

            Ŷ             θ                         X 
   Y 
       X̂       u2X 
 
 
yi          u1Y     u1 
 
  Ŷ       θ 
             X 
          X̂     u1X 
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( ) ( ) YXXY usenuu 222 ..cos θθ +=        (7.70) 

Essas equações podem ser combinadas na seguinte transformação linear, 

( ) ( )
( ) ( ) 








+
+

=








YX

YX

XY

XY

usenu
usenu

u
u

22

11

2

1

..cos

..cos
θθ
θθ

      (7.71) 

( ) ( )
( ) ( )



























=









Y

X

Y

X

XY

XY

u
u
u
u

sen
sen

u
u

2

2

1

1

2

1 .
cos00

00cos
θθ

θθ      (7.72) 



















=








Y

X

Y

X

XY

XY

u
u
u
u

T
u
u

2

2

1

1

2

1 .          (7.73) 

ou, 

iuTu .=           (7.74) 

Assim, a matriz de transformação é dada por: 
( ) ( )

( ) ( )






=

θθ
θθ

sen
sen

T
cos00

00cos        (7.75) 

Exemplo 5: (Craig, 1981) Seja treliça plana que contém apenas três barras. Calcule a matriz 

de transformação para o elemento (1). 

  
Resposta: 

( )

( )









=

=

=

3400
0034

5
1

5
3sin

5
4cos

T

θ

θ

 

Que é a matriz procurada. 

(1)

Y 
 
 
      X 

30 
 
    60 
 
 
 
 
 
          40 
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Os cálculos das energias potencial elástica e cinética podem ser dados por: 

uuU T ..
2
1 κ=          (7.76) 

i
TT

i uTTuU ...
2
1 κ=         (7.77) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) 




















−−
−−

=

θ
θθθ

θθθθ
θθθθθθ

κ

2

2

22

22

sin.
sincoscos

sinsincossin
sincoscossincoscos

...

sim
l

AETT T   (7.78) 

Analogamente para a energia cinética, 

uMuK T && ..
2
1

=          (7.79) 

i
TT

i uTMTuK && ...
2
1

=         (7.80) 

Onde TMT T ..  é a matriz de massa transformada para o sistema global XY. 
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CAPÍTULO 8                                                                                   

CONTROLE ANALÓGICO DE ESTRUTURAS FLEXÍVEIS 

8.1 CONTROLE VIA REPRESENTAÇÃO EM VARIÁVEIS DE ESTADO MODAIS 

Feita a modelagem matemática de uma estrutura física o próximo passo é desenvolver um a 

lei de controle para regular o seu comportamento. Um vetor de estados que inclua a dinâmica 

de atitude do corpo rígido bem como a dinâmica da parte estrutural flexível resulta na 

seguinte equação (Silva, 1997),  

uBQxx
MM

MJ
T

T

..
0

00
.. ==








+








κθ

θ &&       (8.1) 

uBxxM ..~.~. =+ κ&&          (8.2) 

Sendo J uma matriz de inércia de dimensão 3, M a matriz de massa, κ a matriz de 

elasticidade, Mθ uma matriz de acoplamentos rígido-flexíveis e u o vetor de sinais de 

controle. 

Por “decomposição espectral”, os autovalores à direita e à esquerda são respectivamente, 

( ) 0.~.~ =−
ii M φλκ  (8.3) 

( ) T
i

T

i
M 0~.~ =− λκψ  (8.4) 

Conforme está estabelecido na literatura emprega-se a matriz dos autovalores à direita 

]     [
321 n

φφφφ MKMMM=Φ  como matriz de transformação de um espaço modal de estados 

para um espaço real (físico), tal como está mostrado abaixo: 

)(.)( ttX ηΦ=  (8.5) 

Assim sendo, podemos montar a seguinte expressão: 

( ) ubdiagI c
T

n ...,,,,0,0,0. 2
1

2
2

2
1 Φ=+ −

••

ηωωωη K  (8.6) 

Onde bc é a matriz influência no controle e u é o vetor de controle. 

Se forças dissipativas forem introduzidas na estrutura teremos: 
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( ) ( ) ubdiagdiagI c
T

nn ...,,,,0,0,0.,,,,0,0,0..2. 2
1

2
2

2
1121 Φ=++ −

•

−

••

ηωωωηωωωζη KK  (8.7) 

onde ζ é a razão de amortecimento. 

Finalmente, a equação diferencial linear de estados é dada por: 

uBtXAtX .)(.)( +=
•

 (8.8) 

onde o vetor de estados é dado por: 














= •

η

η
X  (8.9) 

onde η  representa as rotações e os deslocamentos elásticos; e as matrizes A e B são dadas 

por: 

( ) ( )






−−

=
−− 121

2
1

2
2

2
1 ,,,,0,0,0..2,,,,0,0,0
0

nn diagdiag
I

A
ωωωζωωω KK  (8.10) 









Φ

=
c

T b
B

.
0

 (8.11) 

Sendo a equação das saídas dada por: 

XCY .=  (8.12) 

η..Φ= CY  (8.13) 

8.2 CONTROLE LQR 

 
O regulador linear quadrático gaussiano (LQR) fornece ao projeto de controle em malha-

fechada excelentes margens de estabilidade. No teorema seguinte se encontra enunciado o 

método do LQR. 

Teorema (Regulador Linear Quadrático LQR): dado o sistema dinâmico, 

uBtXAtX .)(.)( +=&
 (8.14) 

e 



 
 

77

)(.)( tXHtz =  (8.15) 

Estabeleçamos o seguinte funcional quadrático como índice de desempenho: 

( )∫
∞

+=
0

dtuRuzQzJ TT
LQR  (8.16) 

no qual a energia dos estados de interesse z(t) é ponderada de forma relativa à quantidade de 

energia de controle u(t) através das matrizes de “peso” ou “ponderação” Q e R. 

Se podemos considerar: 

1. ( )BA,  é “estabilizável” e ( )HA, é “observável”. 

2. R = RT > 0 

3. Q = QT ≥  0 

Então, 

1. O controlador LQR é o único controlador ótimo que minimiza o funcional JLQR,H2 

sujeito à restrição dinâmica imposta pela (8.14). A LEI DE CONTROLE por realimentação é 

dada então por, 

)(.)( tXFtu LQR−=  (8.17) 

onde, 

LQR
T

LQR SBRF 1−=  (8.18) 

2. SLQR é a única matriz simétrica e positiva-definida que resulta da equação algébrica 

de Riccati (“ARE”): 

0........ 1 =−++ −
LQR

T
LQR

T
LQR

T
LQR SBRBSHQHSAAS  (8.19) 

3. A dinâmica do sistema em malha-fechada é, 

[ ] )(..)( tXFBAtX LQR−=&
 (8.20) 

4. O mínimo valor para o funcional JLQR é, 

00min xSxJ LQR
T

LQR =  (8.21) 

onde x0 = x(t=0). A prova do teorema se encontra em Valer (1999). 
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Infelizmente esses resultados são válidos apenas para o caso da realimentação total de 

estados, o que não ocorre em casos reais. 

8.3 CONTROLE LQG: NORMA MÍNIMA H2 

Nos casos práticos nunca se consegue controlar todas as variáveis de estado envolvidas no 

processo. Assim, o diagrama mostrado na Figura 8.1 ilustra o caso em que “variáveis 

exógenas” de entrada u1 e saída y1 “escapam do controle” C. 

 

 

FIGURA  8.1– Diagrama em blocos de realimentação com a presença de “variáveis 

exógenas”. 

FONTE: Valer (1999). 

O objetivo aqui é encontrar um controlador analógico C(s) que minimize a norma 

(“tamanho”) da função de transferência entre as variáveis exógenas, onde as relações entre 

tais variáveis exógenas e variáveis controláveis são dadas por, 

)(.)( 1111
suTsy uy=  (8.22) 

)(.)( syCsu −=  (8.23) 

Sendo que a função de transferência do sistema é dada por, 

BsCsG ).(.)( Φ=  (8.24) 

onde, 

( ) 1)( −−=Φ AsIs  (8.25) 

O sistema completo do problema padrão LQR é dado por, 

     P
C

 u1    y1 
 
 
 u            y 
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( ) ( )
( ) ( )
( )








=
+=

++=

)(.
..)(.

.)(.)(

txHtz
tItxCty

tLtuBtXAtX
ηµ

ξ&

 (8.26) 

onde z é o vetor de estados que é de fato regulado, ξ  e η  são ruídos brancos gaussianos não 

correlacionados e com intensidade unitária. 

( )
( )

( )
( )






=









=

t
t

su

tu
tz

sy

η
ξ

ρ

)(

.
)(

1

1

 (8.27) 

Assim temos que, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 












+Φ+−
Φ+Φ−Φ+Φ−Φ

= −−

−−

11

11

11 . GCICLCGCIC
LCGCIBCHLCGCIBCHLH

sT uy ρµρ
µ

 (8.28) 

Dado o funcional LQG, 

( )∫
∞

+=
0

dtuRuzQzJ TT
LQG  (8.29) 

Usando Q=I e R= I2ρ  teremos após uma aplicação do teorema de Parseval, 

( ) ( )∫∫
∞∞

==
0

111111
0

11
..

2
1

2
1 ω

π
ω

π
dTuuTdyyJ uy

H
uy

T
LQG  (8.30) 

Sabe-se que Iuu H =11.  por se tratar de um ruído branco. Assim, conclui-se que o problema 

do LQG se resume em encontrar o controlador C que minimize a norma, 

( ) 2

2111111 .
2
1

uyuyuyLQG TdTTJ == ∫
∞

∞−

ω
π  (8.31) 

O problema é então, 

2

211minmin uyLQG TJ =  (8.32) 

Onde a norma 2 ao quadrado descreve a”energia” do sistema. 
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8.4 CONTROLE H2 

O Controle H2 é uma generalização do LQG estabelecido pelo teorema desta seção. Antes 

vamos ver a “hipótese da planta aumentada”.  

Dada a planta, 
















=Ρ

22212

12111

21

:
DDC
DDC
BBA

 (8.33) 

As hipóteses da planta aumentada são as seguintes: 

1. D11 = 0 

2. [ ]2BA  é estabilizável 

3. [ ]2CA  é detectável 

4. a matriz  [ ] 0. 211
21

1 ≥







=








=

yyxy
T

xxxxT

VV
VV

DB
D
B

V &  com yyV >0 

5. a matriz  [ ] 0. 121
12

1 ≥







=








=

uuuu
T

xxxxT
T

T

RR
RR

DC
D
C

R &  com uuR >0 

A hipótese 1 garante que distúrbios não interfiram nas variáveis de desempenho y1 (condição 

necessária para controle H2 mas desnecessária para ∞H ). As hipóteses 2 e 3 são necessárias 

para garantir a existência de um controlador  estabilizante e as hipóteses 4 e 5 são 

necessárias para permitir a existência de uma solução positiva-definida na equação de 

Riccati associada aos controladores ótimos. 

 

Teorema (Controle H2): sob as hipóteses anteriores o único controlador ótimo estabilizante 

que minimiza a norma H2 é, 









−

−−−
=

02

222222222

F
KFDKCKFBA

C  (8.34) 

onde, 

( )
( ) 1

222

22
1

2
−

−

+=

+=

yyxy
T

TT
xuuu

VVCYK

XBRRF
 (8.35) 

sendo X2 e Y2 as únicas soluções positivas-definidas das seguintes equações de Riccati, 
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0

0

22
1

22
1

22

22
1

22
1

22

=−−++

=−−++
−−

−−

YCVCYVVVVAYYA

XBRBXRRRRXAAX
T

yy
TT

xyyyxyxx
T
ee

T
uu

T
xuuuxuxx

T
tr

 (8.36) 

onde, 

2
1

1
2

CVVAA

RRBAA

yyxye

T
xuuur

−

−

−=

−=
 (8.37) 

Uma característica do controlador H2  é a sua simplicidade dado que a sua síntese se reduz à 

solução  de duas equações desacopladas de Riccati. Na figura 14 podemos ver como é a 

estrutura do controle H2. 

 

 

FIGURA  8.2 – Estrutura em blocos do Controlador H2. 

8.5 CONTROLE ∞H  

Sob as hipóteses anteriores: 

Teorema (Controle ∞H ): sob as hipóteses anteriores e que u1 possui norma L2 

( ( ) ( )dttutuT
11∫

∞

∞−

)< ∞ ) um controlador estabilizante que satisfaz, 

( )
∞

ωjT uy 11 < ∞  (8.38) 

é dado por: 

B2

∫

A 

C2

D22

K2 

  + 
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          +  
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-F2
y u 

Controlador H2 
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







−

=
∞

∞∞∞
∞ 0F

LZA
C  (8.39) 

onde, 

( ) ∞∞∞∞∞∞∞∞∞ −−−−+= FDLZCLZFBWDLBAA 2222211  (8.40) 

( )∞
−

∞ += XBRRF TT
xuuu 2

1
 (8.41) 

∞∞ = XBW T
12

1
γ  (8.42) 

( ) 1
2

−
∞∞ += yyxy

T VVCYL  (8.43) 

1

2

1
−

∞∞∞ 







−= XYIZ

γ  (8.44) 

Sendo ∞∞ XY  soluções das seguintes equações de Riccati, 
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11
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TT
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T
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TT
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xuuuxuxx

T
rr

γ

γ

 (8.45) 

que satisfazem as condições adicionais, 

1. 0≥∞X  

2. ∞∞ ++ FBWBA 21  é assintoticamente estável 

3. 0≥∞Y  

4. 1122
1 CCYCLA T

∞∞ ++
γ

 é assintoticamente estável 

5. ( )∞∞YXρ < 2γ  onde ( )⋅=⋅ ii
λρ max)(  é o RAIO ESPECTRAL. 

Na Figura 8.3 temos a estrutura em blocos do controle ∞H . 
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FIGURA  8.3– Estrutura em blocos do Controlador ∞H . 

B2
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8.6 VANTAGENS E DESVANTAGENS DAS TÉCNICAS DE CONTROLE ABORDADAS 

Tabela 1: vantagens e desvantagens das técnicas de controle abordadas. 

 Vantagens Desvantagens 
 
 
Controle LQR 

• margens de 
estabilidade garantidas 

• ganho do controlador é 
constante 

• precisa observar de 
todas as variáveis de 
estado  

• projeto do controlador 
pode resultar iterativo 

Controle LQG • ruídos são parâmetros 
livres no projeto 

• margens de 
estabilidade não são 
garantidas 

• projeto do controlador 
pode resultar iterativo 

Controle LQR/LTR • margens de 
estabilidade garantidas 

• procedimento 
sistemático e simples 

• alto ganho do 
compensador 

• para sistemas de fase 
mínima e limitado em 
sistemas de fase não 
mínima 

• focalizado nas clássicas 
margens de 
estabilidade 

• projeto do controlador 
pode resultar iterativo 

Controle H2 • leva em conta robustez 
na estabilidade e 
sensibilidade 

• permite dar forma de 
maneira aproximada às 
funções de 
transferência do 
sistema 

• projeto do controlador 
pode resultar iterativo 

Controle Hinfinito • leva em conta robustez 
na estabilidade e na 
sensibilidade 

• permite dar forma de 
maneira exata às 
funções de 
transferência do 
sistema 

• procedimento de um 
passo 

• requer especial atenção 
para a robustez frente 
as incertezas 
estruturadas 
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