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RESUMO

Neste trabalho pretende-se dar uma visdo superficial das principais técnicas de
modelagem e controle aplicados a estruturas flexiveis que tem particular interesse em
aplicagdes espaciais. Os métodos de modelagem matematica tem a sua teoria
apresentada de forma encadeada o que facilita a compreensdo dos mesmos dado que
podemos ver claramente como surge cada método partindo de um anterior. Os métodos
de modelagem matematica apresentados aqui sdo: principio do trabalho virtual,
principio e D’alembert, as equagdes de Euler-Lagrange, o método dos modos assumidos
(ou modos admitidos), o0 método dos elementos finitos. Na parte que trata de controle

serdo abordados os seguintes métodos: controle modal, LQR/LQG, H; e Hiyy






MODELING AND CONTROL OF SPACE FLEXIBLE STRUCTURES

ABSTRACT

In this work we aim to give an overview about the main techniques in modeling and
control applied to flexible structures that has particular interest in space applications.
The mathematical modeling methods has its theory presented in chained form that
makes easy the comprehension because we can see as arises a method from the
previous. The modeling methods presented are: virtual work principle, D’ Alembert
principle, Euler-Lagrange equations, Assumed Modes method, Finite Elements method.
In the control part it will be explained the following methods: modal control,

LQR/LQG, H2 and Hinf.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A modelagem de sistemas considerando a flexibilidade como elemento relevante tem
aumentado consideravelmente nas ultimas décadas devido principalmente ao aumento das
exigéncias da demanda de servigos de sistemas com estruturas flexiveis e aos problemas
associados a interagdo estrutura & controle (CSI — “Control Structure Interaction”). A
modelagem de estruturas flexiveis pode ser considerado relevante, por exemplo, em projetos
de: a) segmento aeroespacial: satélites artificiais com grandes painéis solares, estagdes
espaciais, veiculos langadores de satélites, Onibus espaciais, avides, etc.; b) segmento
industrial: usinagens de alta precisdo, manipuladores robdticos flexiveis, nanotecnologia, etc.
Torna-se relevante assim estudarmos alguns métodos matematicos para modelagem de

sistemas fisicos como esses.

Serdo apresentados topicos didaticos que nos possibilitarao compreender como modelar uma
estrutura flexivel, tais como: principio extendido e generalizado de Hamilton, abordagem
lagrangeana, problema diferencial do autovalor, ortogonalidade de modos naturais, resposta
completa para o comportamento de uma estrutura flexivel, métodos dos modos assumidos e

o0 método dos elementos finitos.

Compreendido como se faz a modelagem de estruturas flexiveis, entenderemos

posteriormente também como controlar o seu comportamento.
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CAPITULO 2

PRINCiPIOS: DO TRABALHO VIRTUAL, D’ALEMBERT, ESTENDIDO E
GENERALIZADO DE HAMILTON

O principio de Hamilton ¢ o mais famoso principio variacional da Mecanica, ¢
conceitualmente simples de ser aplicado, mas possui uma algebra e calculo que, na maioria
dos casos, torna-se muito tediosa devido a uma grande quantidade de integracdes por partes
que surgem nos cdlculos. As equagdes de Lagrange que sairam do principio de Hamilton
resolveram esta dificuldade analitica.

O principio generalizado de Hamilton ¢ definido da seguinte forma (Junkins, 1993; e

Meirovitch, 1980):

T5(K—V)dt+]z‘5Wmdt =0 @0

h 4
onde, K ¢ a energia cinética total, V ¢ a energia potencial, oW, ¢ o trabalho virtual causado

por forcas ndo conservativas tais como o amortecimento, onde o “0” que aparece em (2.1)
indica uma variacao das fungdes.
Para deduzir o principio generalizado de Hamilton precisamos dos principios do trabalho

virtual e de D’ Alembert.
2.1 PRINCIPIO DO TRABALHO VIRTUAL.

Seja 0 movimento de uma particula sobre uma superficie de vinculo f tal como mostrado na

dr

Figura 2.1 onde it ¢ a velocidade da particula sobre a superficie de vinculo (tangencial a

esta superficie) e Vf ¢ o gradiente da superficie de vinculo, normal a mesma.
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FIGURA 2. 1- Movimento de uma particula sobre uma superficie de vinculo.

Pela Figura 2.1 pode-se escrever: Como ?f 1 % temos,
t
- dr
Vi—r=0 2.2)

Vidr=0 (2.3)

Imagine que esta particula interaja com a superficie de vinculo de forma que uma forga
normal F  (for¢a devida ao vinculo) surja, logo,

E, Il Nf (2.4)

V/ =kE, (2.5)

Substituindo a Equacdo (2.5) na Equagao (2.3) temos:

k.F, dr=0 (2.6)

E,dr=0 2.7)
Como trabalho define-se como for¢a x distancia vem da equagao (2.7),

dW =F dr=0 2.8)

Pode haver o caso em que a superficie de vinculo se modifica com o tempo. O procedimento
analitico para superar esta dificuldade vem pela introdugdo do principio dos deslocamentos
virtuais onde se desconsidera a perturbagao temporal, dai temos a expressao do principio do

trabalho virtual como segue na equacao (2.9):
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SW=F, 5r=0

(2.9)
O principio do trabalho virtual pode ser enunciado da seguinte forma: o trabalho feito pelas

forcas de vinculo relativas a deslocamentos virtuais € zero.

Exemplo 1: (Meirovitch, 1970) para o sistema dindmico apresentado encontre pelo principio

do trabalho virtual a equacao do movimento.

Eixo x

Cte. Elastica k

Resposta:

W =F, &r=(-kx m.g).[éx]

oW =—-kx.ox+mg.oy=0

Como x=/—-1.cos(8) =(1—-cos(d)). e y=lsen(f) temos os diferenciais:
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ox = l.sen(0).00
oy =1.cos(0).00

Assim, substituindo na equacgdo de ol vem:

— k(1 - cos(0) ).sen(0).56 + mgl.cos(6).50 = 0
(= k1(1-cos(8))Lsen(6) + mgl.cos(6) )50 = 0

Como 06 # 0 entdo:
— k(1 - cos(8))l.sen(8) + mgl.cos(8) =0

(1 - cos(0)).tan(0) = %

Que ¢ uma equacao transcendental do movimento para a coordenada generalizada 6 com o

sistema em equilibrio (0 =6 =0).
2.2 PRINCIPIO DE D’ALEMBERT:
Da segunda lei de Newton (lei da inércia):

F=p (2.10)

onde F ¢ a forga resultante de todas as forcas presentes no sistema e p ¢ a derivada do

momento linear. Suponha que possamos reescrever F na forma:

F=)F .+ F,, (2.11)
i J

onde F; sdo todas as forgas aplicadas e F,; sdo as forgas de vinculo. Substituindo a Equagao
(2.11) na Equagdo (2.10) teremos o principio de D’Alembert:

ZEi+Z;:E”’j_£:O (2.12)

Para chegar ao principio generalizado de D’Alembert temos que proceder como segue:
multiplique a equagdo (2.12) por um “deslocamento virtual reversivel” 6r (um or, e Jr,

para cada componente):

S F,8r,+ Y F, br, - pdr, =0 (2.13)
i j
Sendo,
F, = ZE” (2.14)
Temos que,
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ZEi-5Ki +Ev-5fj —£-5Z,~ =0 (2.15)

Pelo principio do trabalho virtual (equacdo 2.9) podemos simplificar a equagdo (2.15) da
seguinte forma:

ZEi'5Zi _é-é‘fz’ =0 (2.16)

Como para cada F; aplicada hd um p i equivalente, onde F, —p i ¢ conhecida como “forca

efetiva”, teremos o principio generalizado de D’ Alembert (Meirovitch, 1970):

Z(Ei —gi]ﬁzi =0 (2.17)

i

E interessante perceber que a lei da conservagdo da energia pode ser obtida a partir da
equacdo (2.17) (aproximando Jr, para uma variagdo infinitesimal dr;):

d( +\[dr,
YE.Sr, —Za(m{[]{i.dt}zo (2.18)

Do calculo diferencial elementar sabe-se que ——=.r =

ZF or, ——(z m.r..r.].dt—O (2.19)

Sendo o sistema conservativo, sendo K a energia cinética e U a energia potencial, temos que
o trabalho pode ser dado por:

W =-6U = Z[:E[.dz,« (2.20)
e fazendo:
dK = d(zl.m.i,..ii] 2.21)
2
Teremos, substituindo as Equag¢des (2.20) e (2.21) na Equagdo (2.19):
—-dU —-dK =0 (2.22)
dU+K)=0 (2.23)

Integrando a equacao (2.23) temos:
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Logo, podemos concluir que a energia mecanica ou total E (equagdo 2.24) ¢ uma constante
igual a soma das energias cinética e potencial, valida para sistemas em que a energia

potencial e os vinculos independem do tempo.
2.3 PRINCIiPIO DE HAMILTON:

Do principio generalizado de D’ Alembert, Equagao (2.17), temos:

Z(E,- —mz,»]ﬁz,- =0 (2.25)

D mr .81, =3 F 51, =0 (2.26)
Sendo

SW =2 Fr, (2.27)

o trabalho virtual realizado por todas as forcas presentes no sistema (conservativas e nao

. d(* ,
conservativas), ¢ lembrando-se que ;(L.5l_’ij= r,.or,+r..0or; e do célculo elementar
t

d[;j d[;;.;j

conforme vimos r = , teremos:
dt dt
oo d . 1 o o
r;.or, —E(Lﬁzij—ﬁ(g-zi-zij (2.28)
Dai vem, aplicando-se as Equag¢des (2.27) e (2.28) na Equagao (2.26) teremos,
Ay sr |-SmolLr s |-ow=0
i mi.dt r,.or; i m;. Z-Ki-fi = (2.29)
S L7, 0, |- oK -8 =0
M g PO = (2.30)
K+oW=Sm. L} &,
- Idf —itT =i (231)

Integrando no tempo a equagdo (2.31) no intervalo [t;,t;] teremos,
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15}

I(5K+5W)dt:zi:m,..]%d(éi.ﬁi_q) (2.32)

4 4

T(5K + W )dt=Ym, .[2,..55,12 (2.33)

4

O segundo membro da equagdo (2.33) dard zero como pode-se ver pela Figura 2.2: emt; e tp
a variagdo or, torna-se nula em relacdo ao caminho real (newtoniano, ou dindmico).

Caminho variado t,

[ Caminho real

t1
FIGURA 2.2 - Interpretacao grafica de um deslocamento virtual.

Logo, a equacdo (2.33) simplifica-se na seguinte equacao:

[ (o + 67 ) =0 (234

h

Como OW representa o trabalho virtual de forcas conservativas e ndo conservativas vem
que

SW =SW_+3W .

(2.35)
onde 5WC =—-0U ¢ o trabalho realizado por forgas conservativas e SW « € o trabalho
realizado por forgas ndo conservativas, dai teremos:

SW ==8U + W . (2.36)
Aplicando a Equacao (2.36) na Equacao (2.34) vem:

J‘(éK—é‘(])dt'FJ.é‘WNC dt=0 (237)

4 4

[s(k-v)dt+[oW . dt=0 (238)
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A equacdo (2.38) ¢ conhecida como principio generalizado de Hamilton, onde a chamada
“lagrangeana‘“ do sistema ¢ dada por L = K —U o que permite reescrever a equacao (2.38)

na forma ]Z.él dt+]2.5Ww dt=0.

Se ndo ha forgas ndo conservativas no sistema entao a equagao (2.38) simplifica-se para

]2‘5(K—U)dt:0

4

(2.39)

que ¢ conhecida como o principio estendido de Hamilton, podendo ser escrito também

como ]%éZdZ:O ou 5].Ldt:O.

4 4

Exemplo 2: (Meirovitch, 1970) para o sistema dindmico apresentado no Exemplo 1 encontre
pelo principio (estendido) de Hamilton a equagdo do movimento para a posicdo de
equilibrio.
Resposta:

A lagrangeana de tal sistema ¢ dada por:
L=K-U=imj? —(lkxz —m j

5 -y > gy
Ho.0)=Lmr [écosz 0)-£(-coso)) + 27gsen<e)}

m

Usando o principio estendido de Hamilton com o conceito elementar de diferencial total,
, N : :
[ (6.0) =] aL(0.0)5,  210.0) 55,
: 00 06
Chega-se a equagao:

—ml’ T{[ézsen(ﬁ) cos(8)+ L3 (1—-cos(8))sen(8) — %cos(@)}é‘@ —6fcos’ (49)59} dt=0
: m

]Tézsen(ﬁ) cos(6)+ 5(1 —cos(0))sen(d) - %cos(@)}é@ dt — 0 cos*(0)50)
m

4

153
=0
il

Como 660(t,) = 60(t,) =0 (Figura 2.2), teremos:

j{ézsen(ﬁ) cos(8)+ L3 (1—cos(8))sen(8) — %cos(é’)}é& dt=0
m

4

O que para satisfazer tal equacdo € preciso que o integrando seja nulo:
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0>sen(6)cos(8)+ L3 (1—cos(8))sen(8) — %cos(@) =0
m

Para o sistema numa posic¢io de equilibrio § =6 =0

E(l - cos(&))sen(&) - %cos(@) =0

m

(1 - cos(0)).tan(0) = %

Exemplo 3: (Junkins, 1993) Encontrar a equacdo do movimento para uma viga engastada-

livre sujeita a um carregamento transversal p(x,t).

y

Dados estruturais (constantes) da viga:
Modulo de Young (mdédulo de elasticidade): E
Momento de inércia da secdo transversal da viga: I
Densidade de massa: p

Comprimento: /

Resposta:

Condicdes de contorno,
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yon=0;, 2E0_g
ox

§=O emx=0ex=/
Ot

83)/

=0emx=/

ox’

2

0y =0 emx=/

ox?

Energia cinética e energia potencial:

1 ay(xt)j
K== [p| 2D 4
2!”( o
! 2
U= e[ XDy
2 ox

Onde E.7 ¢ a “elasticidade” da viga. Vou convencionar chamar a elasticidade da viga por EI,
simplesmente.

O trabalho virtual devido a forga externa ndo conservativa p €:

SW . [forca externa ndo conservativa |[deslocamento virtual transversal |dx

SW . = [ p(x,0).80(x,0).dx

Pelo principio generalizado de Hamilton,

T‘S(K ~U)dt + T5WNC dt =0
]25(% j p{%jz do— %j EI.(%J de di + jU P(60).S5(x, t).de di =
t 0 0 X A

T g_lg(M) dx—%,!g( a)(cx ”] dx+Ip(x £).50(x, t)dx}dt—o

I} l 2 2
1 2go 22 -5 o] 2.2
24 \ot ot 2 5 (ox” ox

~
¥

]a’x + [ pe).5(x, t).a’x] dt =0 (Bq.i)

Da equagdo i temos,
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] )i !
BJ{@ggﬁzgl59J@+@ﬁ@gdﬁ¥4@ﬂ@gﬁ
2% \or o 29 \atJor o ot Yo\ ot

pf ) felo) o
Yot ot ) ox ot o
I K
p.o t ot ox

Fazendo uma integragao por partes onde,

Dl 3y i) B (@ a0 (3)

T ar T ax ax\oror) ox\oror ofox\ o

%_ﬁ(a_y}ﬁ(@ja_y_ﬁ(a_y}ro
& o\or) o\ax)or oo

an,_ %

!
v1u1|0 - jvl du,
0
l

v
"ot Ot

0
0

1 2
oy
- —dx
-([é"y or’

0

] 2
[~
0 t

Finalmente,

! 1
P oy, _ [0V
E_([é‘(——)dx = —p‘l‘?é‘ydx

31
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(0°y [0y
=-FEI. o d.
léxz (8)62 *
(0%y 0% ()
= —FEI. d.
'([axz ox’ ’
o’y du, 0o y
u2:8x2 I a’x2 T o =5
82
d = Lo v, = L)
X X
d %yl o %y
- — d
ox )8x20+'([6x(6y)8x3 *
0,0y Loy o
-— — d.
Ox (éj}) ox? o +£8x3 ox (éj/) *
a azyl /a3y
- d
Ox(y)8x20+'!-8x3 (5)})

Resolvendo (apenas) a integral,

0%y 'y
u3=§—>du2:ax4 dx
dv2=d(éj/)—)v2:éj/

a4yl 164y
— = —=%d
éj}ax4 o -([ax“é"yx

Logo, juntando as solugdes teremos:

1 !

EI ¢ (8%y 8%y (oty oty d 8%y
- |6 =—=-. dx =— EI Sydx + EI.Oy. — El —(& (Eq.1i1)
29 (axz asz i ;[6x4 T 4 ox* o 6x(y)8x2 o 1

Substituindo as equagdes ii e iii na equagao i teremos:
f I A2 I A4 1 4| 2 |
o’y o'y o'y 0 o’y
- dx ——EI dx + x,1).0vdx |dt + EI.6y. - El—
j( p!(w&y !axﬁy {p( ) J ¥t ax(@)axzo
61 2 4 4| 2 |
o’y o'y o'y 0 o’y
- - EI + p(x,t) oydx |dt + EL.0y. - El— 0
! M P g+ )}@ J el o V)5 0

Devido as arbitrariedades de oy a solugdo da equagdo acima s6 podera ser:
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-p

62 4
0y g0y

ot* ox!

84y 82y

El——+
ox! r

ot* B

+ p(x,t)=0

P ;VteR, e xe(0,])
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CAPITULO 3

ABORDAGEM LAGRANGEANA DAS EQUACOES DO MOVIMENTO

Como vimos, podemos compactar o integrando da equacdo (2.39) inserindo a nogdo de
lagrangeana do sistema tal como abordado por Meirovitch (1980 e 1970), Leite (1978) e
Greenwood (1965):

L=K-U (.1)

Logo, a equacdo (2.39) fica da seguinte forma:

&S = [ oL.dt =0 (3.2)

4

Onde o S da equagdo (3.2), conhecido como “ag¢ao”, € expresso por:

S =] Lat (33)

4
O objetivo agora ¢ encontrar o valor estacionario da “agdo”. Para tanto, reescrevamos a

equacdo (3.3) considerando a lagrangeana L. como fun¢do do tempo ¢, da posicdo r e da

velocidade 7 :

S = J%L(t, 7, ij.dt (3.4)

1

A acdo S da equacdo (3.4) ¢ um “funcional” dado que representa um mapeamento (ou

funcdo) de um espago linear vetorial (onde estdo os vetores » € r) num campo numérico

(um tipo especial de campo) que no caso ¢ o conjunto dos numeros reais (Oden, 1979).

Se inserirmos uma perturbagdo na equacgao (3.4), i.e.,

R=r(t)+en(1) (3.5)
que ¢ o valor perturbado da posicao r, estaremos descrevendo o funcional S como fun¢ao de

€ , onde n(t;) = n(t) = 0 (Figura 3.1), logo,

35



S(e.t,R, é )= TL(t, R, E]-dt (3.6)

4

gi(t! 8) tz

/ ait)

qdi

t4

FIGURA 3.1- Trajetorias real e perturbada.

Podemos reescrever (3.6) com as chamadas “coordenadas generalizadas”:

2! . . . .
S(t,9,9) = IL(t, Q1G5 Gisees Qs 1>G 35eees oo q y )l (3.7)

4

Inserindo perturbacdes as coordenadas generalizadas teremos de uma forma geral:

q;, =9, +&n(t) (3.8)
Onde 51. ¢ o valor perturbado da coordenada ¢;. Podemos trabalhar apenas com essas

coordenadas generalizadas perturbadas no prosseguimento dos calculos, entretanto, para N
coordenadas generalizadas devemos ter N solugdes.

Derivando a equacdo (3.7) em relagcdo a € vem:

de ; 8q 88 6; Coe | (3-9)
Mas como,
dq, 0
= (q,(0)+&n(t))=n(t) (3.10)
e
8;1. 0 (- : _
E—g(q,-(t)w-n(t))—n(t) (3.11)
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Dai, teremos

- I — 70 +5 (o) |a (3.12)
nl 7 aqz'
——IZ (f)d”fz—d () (3.13)
"' dg,

Integrando por partes a segunda parcela do segundo membro equacdo (3.13) vem que

T Y| oL T d| oL
= j Z (t).dt+z T.n(t) jz (0 (3.14)
l 0q, 4 aq[
&l oL d oL
IZ o0 | = 77(0).dt (3.15)
N 94,
Quando fizermos ¢ = 0, teremos de =0; ql =q eql [,edai:

ds t|loL d| oL

= = — = 7(0).dt =0

del IZ S, dt| 5y ) (3.16)

No intervalo (tl ot ) o 1(t) ndo ¢é nulo o que permite concluir que a solugdo ¢ dada por:

oL _d| oL |_,
|7 (3.17)
oq;, dt o4,

dloL | oL _,

—l— 3.18
vy g, (3.18)

que ¢ a equacio diferencial de Euler-Lagrange calculada para cada ¢; ¢ ¢,. Segundo

Junkins (1993), D’azzo (1981) e Meirovitch (1970), a Equagdo (3.18) pode ser escrita na

forma mais geral tal como segue:
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d| oL oL 03
Pl e P Tl /NS 3.19
dt aql 6C]l 6ql ( ° )

m
onde O, = Z/lk .a, ; representa as forcas generalizadas oriundas de vinculos (podendo ser
k

forgas translacionais ou torques), 4, sdo multiplicadores de Lagrange, ai; sdo coeficientes de
vinculo, O, . representa as forcas ndo conservativas associadas aos qx (as forgas

conservativas ja estdo embutidas na lagrangeana L) e 3 ¢ a funcdo de dissipagdo de

Rayleigh (representando,por exemplo, for¢as de amortecimento viscoso):

1 n n [ .
JI=—. c..q;.9,
2 i j (3.20)

sendo os coeficientes cj simétricos em 1 e j. A equagdo (3.20) pode ser encontrada em

Junkins (1993).

Exemplo 3: Deduza a equacdo do movimento para o sistema do exemplo 1 usando a

equacgao de Euler-Lagrange.

Resposta:
| R 1, .,
Kzam.y, Uzakx -mgy, L=K-U

1,

L(x,y,)'c,j/):K—U:Em,y (%kxz—mgyj ,ouem@®:

L(6.6)= %mz2 [9’ cos? () - %(1 —cos(0)) + 2Tgsen(t9)}

Existem duas equagdes de vinculos:

g, =x—1(1-cos(8))=0

g, =y- l.sen(@) =0

Tais vinculos sdo holonomos (integraveis) e, além disso, ainda sdo exclerdnomos porque nao
contém o tempo mostrado explicitamente (caso tivessem seriam vinculos rednomos).

Calculando os coeficientes de vinculo ay;:
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al =%=1’ alY =%=0 alH =%=—1S€n(9)

Y ox oy ’ 00
a,, = 8§x2 =0; a,, = 85;2 =1, a,,= 8ag92 =—1.cos(6)

O sistema ¢ conservativo (O, y-= 0) e ndo possui forgas dissipativas (I = 0), assim teremos:

Teremos trés variaveis generalizadas ql=x, g2 =y, q3 =0, e como temos dois vinculos, isso
resulta em que o sistema sera descrito em 3-2=1 grau de liberdade (variavel 0). Assim,

resolvendo as trés equagdes de Euler-Lagrange:

i[ oL J _O_L =4 a;, + A, a,

dt 6).c ox

kx=24,.1+4,.0

A =kx

d| oL oL

E a. _8_ )llal,y+/12a2y
y

i(my)—mgz/I1 0+4,.1

dt

A, =my —mg

d| oL oL

E(_.ngilaw"‘ﬂzaza
06

%ml2 [0 cos’ (9)]— %ml2 {— 6.2.cos(0)sen(0) - 2k (1-cos(0))sen(0)+ 2Tg 005(9)} = —), Isen(0)— 1,1 cos(6)

m

Substituindo os valores para os A, como funcdes de 0 (4, :k.l.(l—cos(ﬁ)) e

A (I.cos(8))

o —-mg =ml (— sen(0).0% + cos(&).é)— mg ) e considerando o resultado

A =
para a situacio de equilibrio 8 = = 0, finalmente chegamos a expressio:

(1 - cos(0)).tan(0) = %

39



40



CAPITULO 4

VIGAS DE EULER-BERNOULI E TIMOSHENKO

Nesta sec¢ao serdo abordados dois tipos de modelos de vigas (Junkins, 1993; e Craig, 1981).
Na viga de Euler-Bernouli a clasticidade EI e a area transversal A dependem somente da

posicao x (Figura 4.1).

y
S
M
7 % ‘
.
| A
FIGURA 4.1- Viga de Euler-Bernouli.
O momento fletor esta relacionado com a curvatura da viga da seguinte forma:
M = EI .(curvatura) 4.1)
Para uma viga de Euler-Bernoulli temos para o momento fletor:
M =EI 1
- L 4.2)
e a tensdo cisalhante ¢ dada por:
oM
S=—r (4.3)

Em muitos casos em que a flexdo da viga ¢ pequena, o momento fletor da viga pode ser

aproximado por:

41



82y
M ~ EI. Y (4.4)

onde y(x,t) representa 0 movimento transversal de um ponto sobre a linha-neutra da viga
(regido a qual ndo sofre deformagdes quando a viga ¢ sujeita a deformagdes).
O célculo da tensao de cisalhamento ¢ dado por substituicao de (4.4) em (4.3):

oy
S=EL== (4.5)

As energias cinética e potencial s3o dadas a seguir, respectivamente, pelas equagoes:

1¢ (oy ?

1§ 0’y ’
V=—.|EI dx
D) _([ [ o’ J 4.7)
onde p ¢ a densidade de massa da viga e L ¢ o comprimento da viga.

Na viga de Timoshenko EI ¢ A dependem das rotagdes da estrutura provocadas por forcas

de cisalhamento (Figura 4.2).

.

Fig. 1

FIGURA 4.2 - Viga de Timoshenko.
Aqui a ¢ a rotacdo da se¢do transversal dada por:
94

a=p+— (4.8)

onde 3 ¢ o chamado angulo de cisalhamento.

O Momento fletor para a viga de Timoshenko é dado por:
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M =£1.°2
Ox

e a tensdo de cisalhamento:

0’a
0%x

S =EI

e as energias cinética e potencial:

2 L] 2 L]
K=—[pA(y) dc+ | pl(a) dx
0 0
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CAPITULO 5

O PROBLEMA DIFERENCIAL DO AUTOVALOR

Considere a equagdo diferencial linear do movimento transversal de uma viga engastada-

livre de Euler-Bernouli quando nao ha termos for¢antes (Junkins, 1993):

4 2
2 y+pa—y=O

E]'ax‘* 512 (5.1)

Empregando o método de separagdo de variaveis:

y(x, ) =Y(x).F(1) (5.2)
e aplicando (5.2) em (5.1):
*(Y(x).F@)  8*(Y(x).F(t))

EI. ax4 + p. 8t2 =0 (53)

EI a4Y(x)+1 62F(t)_0
pY(x) ax* F@t) or* (5.4)

O fato mostrado na Equagdo (5.4) de que os termos dependentes de x cancelam-se com os
termos dependentes de t implica que sdo iguais a um termo constante € possuem sinais

opostos:

El 0'Y(x) 1 azF(z)_/1
pY(x) ax*  F() 8> (5.5)

Notemos que A pode ser um valor estritamente positivo ou negativo. Para o caso estritamente
negativo assuma que A = - > onde ® é uma constante qualquer ndo nula. Analisemos o que

ocorre partindo de (5.5):

4
EI © Y(x)=ﬂ

pY(x) ax* (5.6)
1R,
F(1) ) 012 - (5.7)

Partindo agora de (5.7), sendo A = - o’
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1 0%*F() _

B F(t) 8t2 - (5.8)
O*F (1)
o —0’ F(t)=0 (5.9)

cuja solucao é:

F(t)=Cie ™™ +Cr.e™" (5.10)

que ¢ claramente divergente, ndo possuindo interesse fisico pratico. Por este motivo A tem
que ser estritamente positivo.

Assim sendo, facamos A = + o’ para ter a partir de (5.7):

) F(t) 6t2 (5.11)

2
F(t

L 2FO _

teremos a seguinte solugdo:
F(t):C].eij'w't +C2.€+j'w't (512)

F(t)=C.cos(wt—¢) (5.13)

Podemos agora utilizar A = + @° para obter uma solucdo para a equacio (5.6):

4
EI 8 Y(X):a)z

pY(x) ox* (5.14)

'Y (x) w’p

ox? - EI Y(x)=0 (5.15)
a)2

fazendo B* = it , vem:

El

'Y (x) 4 ~

o P =0 (5.16)

A equacdo (5.16) possui as seguintes raizes: 3, -3, j.3, -j.p. Portanto, Y(x) sera da forma:

Y(x)=kj.e P +ky e +kye P 1k, el P (5.17)
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Para obter uma forma trigonométrica da Equagdo (5.17) temos que proceder da seguinte

forma:

Y(x) = ke’ +kyel — ke’ +kye P + ke’ —kye P+ kye VP 4 kel P (5.18)

Y(x) =k e 75 =P [+ by [P + P [+ by P — ke P + Cy.cos(Bx) + Csin( Box) (5.19)

onde C, = j(~k; +k,) e C, =k, +k,. Continuando o desenvolvimento a partir da Equagio

(5.19) fazendo £, =_C% e k, :C%:

-Bx _ Bx —p.x B.x
Y(x) = —C;{H} + c{e;e} —kye P ke 4 Cycos(x) + Crsin(fx)  (5.20)

-Bx _ pBx —p.x Bx
Y(x)= Cl.sin(,b’.x)+C2.cos(ﬂ.x)—C3‘{e 5 ¢ }+C4{e 2+e }—kl{]]?e_ﬁ‘x—eﬁ'x} (5.21)
1

Da Equagao (5.21) obtém-se facilmente a seguinte equacao:
Y(x)=C,.sin(f.x)+C,.cos(f.x)+ Cy.sinh(f.x)+ C,.cosh(f.x) (5.22)

onde C; =-C;'-k.

Das condi¢des geométricas de contorno temos:

Y0)=0 = C,+C,=0 (5.23)
MO _y - pe4pe, =0 (5.24)
d ZC(ZL) =0 = -FSin(AL)C,~ fcos(BL).C, + fsinh(PLIC; + fr.cosh(BLIC, =0 (5.25)
d ch“ =0 = -FSin(ALLC - cos(BLIC + fsinh(BLIC, + B .cosh(BLC, =0 (5.26)

Colocando as Equacdes (5.23) a (5.26) na forma matricial vem:

0 1 0 1 C,
Y;; 0 Y 0 c,
-psin(BL) —prcos(BL) pFsinh(BL)  B*.cosh(BL) || C,
-p cos(BL) —p3sin(BL) pP.cosh(BL) B°sinh(BL) )\ C,
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Para a Equacdo (5.27) fornecer uma solugdo nao-trivial para C,, C,, Cs, C4 € preciso que o

determinante da matriz de coeficientes de C;, C,, Cs, C4 seja igual a zero:

0 1 0 1

det P 0 B 0 =0
-B%sin(BL) —pB2.cos(BL) Bsinh(BL) B%.cosh(B.L) (5.28)
-pBPcos(B.L) —p sin(BL) p.cosh(BL) pB°.sinh(B.L)

Da Equacao (5.28) teremos, finalmente:

cos(f.L).cosh(p.L) =-1 (5.29)

que ¢ conhecida como a equacdo caracteristica, ¢ inclui uma fun¢do transcendental.
Recorrendo a métodos numéricos obtemos infinitas raizes “f,-L” como solucdes da
Equacao (5.29). Algumas dessas solugdes estdo apresentadas em Junkins (1993). Outros
exemplos de arranjos de uma viga podem ser encontrados em Inman (1996) tal como
mostrado na Figura 5.1.

As freqiiéncias de vibragdo da estrutura, ou modos de vibragdo, podem ser dadas pela

seguinte expressao (em Hertz):

(B.L) [ EI .
.= 1 :1,2,3,...
i 27\ pLt (5.30)

onde “ ;.L” sdo as solugdes de (5.29). A freqiiéncia dos modos de vibragdo vai aumentando

a medida que o indice i aumenta. Nao foi considerado nesses cdalculos, mas se
considerassemos o amortecimento estrutural , perceberiamos que ele aumentaria a medida
que a freqiiéncia aumenta, conforme verificado experimentalmente em outros trabalhos. De
acordo com Bryson (1994) ndo hd uma teoria quantitativa satisfatoria para predizer o

amortecimento estrutural.
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TABLE 6.4 SAMPLE OF VARIOUS BOUNDARY CONFIGURATIONS OF A SLENDER
BEAM IN TRANSVERSE VIBRATION OF LENGTH / ILLUSTRATING WEIGHTED NATURAL
FREQUENCIES AND MODE SHAPES?®

Weighted frequencies
Bl and characteristic

Configuration equation Mode shape oy <
0 (rigid-body mode) cosh Byx 4+ cos Bux
2-.; 473004074 0.9825
7.85320462 —ay, (sinh Bpx 4 sin By x) 1.0008
[:] 10.9956078 0.9999
14.1371655 1.0000
Free—free 17.2787597 0.9999
an——gl)jforn:‘s 1 forn>35
cosPBlcoshpl =1
j_"" 1.87510407 cosh B,x — cosBpx 0.7341
A 4.69409113 1.0185
; | 7.85475744 —0, (sinh Byx — sin Bux) 0.9992
e 10.99554073 1.0000
Clamped-free 14.13716839 1.0000
—-—(2n;l)“forn>5 1forn=>35
2_. x cos Bl coshpl = —1
A 3.92660231 cosh B,x — cos B,x 1.0008
4 7.06858275 1 forn > 1
o 10.21017612 —0p (sinh Byx — sinByx)
! 13.35176878
Clamped-pinned 16.49336143
4
M forn>35
tan B/ = tanh Bl
a_" & 2.36502037 cosh Byx — cos Byx 0.9825
A 5.49780392 1 forn>1
5 8.63937983 —0, (sinh Byx — sin Byx)
7 sy 11.78097245
Clamped-sliding 14.92256510
4n —
M forn =5
tan B/ + tanh Bl = 0
4,73004074 cosh Byx — cos Byx 0.9825
7.85320462 1.0008
j—" ] 10.9956079 —ay (sinh Byx — sin Byx) 0.9999
y ; 14.1371655 1.0000
5 . 17.2787597 0.9999
o 2n+ w | forn =35
Clamped—clamped oy i forn > 5
j cos Bl cosh Bl = 1
y . nmXx
nw sin —— none

Pinned—pinned

@ Here the weighted natural frequencies B,/ are related to the natural frequencies by equation (6.101)

or w, = ﬂﬁ

from the formulas given in Table 6.5.

modos de vibracao correspondentes.

FONTE: Inman (1996, p. 335).
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FIGURA 5. 1 — Diversos tipos de arranjos com uma viga, as equagdes transcendentais e
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CAPITULO 6

METODO DOS MODOS ASSUMIDOS

Uma aplicacdo bastante conhecida das equagdes de Euler-Lagrange para modelos continuos
¢ o chamado método dos modos assumidos (Craig, 1981). Para gerar um modelo de uma
planta flexivel que tenha equacdo diferencial de aproximadamente N graus de liberdade
(D.O.F. — “Degrees Of Freedom”), o deslocamento elastico transversal pode ser expandido
como uma combinagdo linear entre N fun¢des de forma (“mode-shapes” ou autofungdes)

¢;(x) que sdo construidas de forma a satisfazer as condi¢des de contorno do problema em

questdo. Portanto a “deformagdo” (transversal ou longitudinal) U(x, t) de uma viga pode ser

descrita como uma combinacao linear dessas funcoes de forma:

0= 26,34, () 6.1)

Os ¢,(x) sdo as funcdes de forma (“mode-shapes”) assumidas, ¢,(¢) sdo as coordenadas

generalizadas e N denota o nimero de termos retidos na aproximagao (caso de um modelo
de N graus de liberdade ou N-DOF (“degrees of freedom”).

O método dos modos assumidos consiste em substituir (6.1) nas expressdes correspondentes
a energia cinética K, energia potencial U e do trabalho virtual 6 e entdo aplicar a Equacao
de Euler-Lagrange para encontrar as equagdes do movimento.

Para v(x,7) sendo considerado como uma deslocamento longitudinal (ou axial) de um

elemento de massa numa viga de Euler-Bernoulli, a energia potencial elastica da viga pode

ser dada por (Craig, 1981):

U(t)=%..[E. [a”j dx (6.2)

ox

Onde £ ¢ o modulo de Young (modulo de elasticidade) e A € a area da se¢do transversal da

viga. Assim, substituindo a equacdo (6.1) na (6.2) teremos,

=

N

tmyézz a4, 63)

i=1 j=1

onde,
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04,

K, = | £ 2% 4 (6.4)
0 ox Ox

sendo cada x; um elemento da matriz elasticidade.

Em outras palavras, a energia potencial elastica U ¢ uma fun¢do quadratica das coordenadas

generalizadas como mostrado abaixo:

1
U=—4q"kq (6.5)
2 = =
onde,
Ky Kpo o Ky q,
Ky Ky .. K q
= [Kij]: 21 2 N e gq-= 2 (6.6)
Kyi Kyzo - Kyy qy

Onde cada x; ¢ dado pela equagio (6.4).

A energia cinética da viga devido ao deslocamento longitudinal v ¢é:

1 p 81) ? 1 p 2
K=—|p|l— | dc==.|plo) d 6.7
2!p[&jx 2!p()x (6.7)
Substituindo (6.1) na (6.7) teremos:
1 N N
K==>>m,q.q, (6.8)
233
onde,
l
my = [ pgdx (6.9)
0

=%_Q-TM£] (6.10)
onde,
mll m12 mlN ql
e e L I 6.11)
My My e My 9y
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Quando a viga estd sujeita a forgas externas as forcas generalizadas podem ser calculadas
aplicando os conhecimentos de trabalho virtual. Assim, se p(x,t) for uma forga externa

longitudinalmente aplicada na viga e u(x, t) o deslocamento correspondente,
l N
W = [ plx.t)dv(x,t)dx = " p,(x.0)dv,(x,2) (6.12)
0 i=1

Empregando a expressao (6.1) para U(x, t) em (6.12) teremos,

W = jp X, 1) {z¢ (x).q, (t)}dx (6.13)
SW = i p(x,t)é: &.(x).8q, (¢)dx (6.14)
W = ﬁ:i p(x,0)4,(x).89, (1)dx (6.15)
oW = Z 0,:8,(1 (6.16)

onde as forgas generalizadas sdo dadas por
l}
0, = Ip X,t ¢ (x)dx (6.17)
0

Fazendo-se uso da equagdo de Euler-Lagrange pode-se chegar a equagdo do movimento:

ou
d|{oL)| oL
Bl el P Q
dt ac_] ag
d[ok-U)| aK-U)_
dt ag ac_] =
O(I.c_]TMg - I.QTKQJ G(I.QTMQ - 1 ‘_]TKEIJ
i 2 2 2 —0
dt 8@ Gg =
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XN
=
BN
l\e}

(6.18)
que ¢ a equacdo do movimento (desconsiderando-se efeitos dissipativos na estrutura), onde
Q ¢ o vetor das forgas generalizadas (forcas ou torques).

Para v(x,¢) sendo considerado como uma deslocamento transversal de um elemento de

massa numa viga de Euler-Bernoulli, a energia potencial elastica da viga pode ser dada por:

U(r) :%j E.I{Zz‘jJ dx (6.19)

X

Onde 7 ¢ 0o momento de inércia da viga e E ¢ o mdédulo de Young.

A energia cinética ¢ dada por uma expressao idéntica a (6.7):

1 \2
K= E'I p.A(L) dx (6.20)

0

Sendo v(x,) de acordo com (6.1) temos que,

(5 0009,
K, —£E. o (6.21)
my; = [ p.Agpdx (6.22)
0, = [ p(x,1)4,(x)dx (6.23)

A partir dai o procedimento para chegar a equacdo do movimento (6.18) ¢ similar ao

mostrado anteriormente.
O método dos modos assumidos segue o seguinte roteiro resumido (Craig, 1981):

1. Selecione o niimero de fungdes de forma ¢, (x) e construa tais funcdes;
2. Calcule os coeficientes K da matriz elasticidade;

3. Calcule os coeficientes m;; da matriz massa;
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l
4. Calcule as forgas generalizadas Q, :J.p(x, 1), (x)dx onde p(x,t) ¢ um
0

carregamento transversal sobre uma viga de comprimento /.
5. Formar as equacdes do movimento usando a equacao (6.18), caso ndo hajam forcas

dissipativas.

Observagdo: se o ¢,(x) for uma “fung¢do de comparagdo”, isto ¢, uma fun¢do que satisfaz

condi¢des de contorno fisicas e geométricas de uma viga de Euler-Bernoulli engastada-livre

de comprimento /, ela pode ser expressa por:

4 (x—r) = 1—cos i.ﬁ.(x—r) +l (=)™ i.ﬁ.(x—r) ?
satisfazendo as seguintes condi¢des de contorno:
o0p. 0’¢. 0’4,
A ¢’| = (Zj’| = ¢;’| =0, onde normalmente considera-se o coeficiente r
= ax |x:r ax ‘x=r+l ax x=r+l

= 0, por razdes de simplicidade. A equagdo (2.125) foi sugerida em (Junkins, 1993).

Exemplo 4: (Craig, 1981)

Use o método dos modos assumidos para obter o modelo de 2-DOF de uma viga engastada-
livrte que sofre deslocamento eléstico U(x, t) sujeito a acdo de forga externa P(t)

longitudinalmente.

y

»
»

AT RN

Resposta:

1) Selecionando as fun¢des de forma ¢, (x).
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A tnica condigio de contorno é: v(0,7)=0
Assim, as fungdes de forma ¢, (x) deverdo satisfazer as seguintes condi¢des de contorno:

¢1 0)= ¢2 0=0
v(x,t) = Zqﬁi (x).q;(t) = ¢, (x).q,(1) + $,(x).q, (1)

Os ¢;(x) sugeridos (assumidos) visando satisfazer as condi¢des de contorno foram:

_r
¢ (x) = 7
e
¢1(x)—(7j
o1

}..,__ B e ___*_I

2)Calculo dos elementos da matriz de elasticidade:

og, 1

o

o, _2(x

Ox _z{zj
L

K :J-E.A.%%dx
0 ox Ox
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! 2
K= E.A.[%j g =4
0

ox /
EA
Kp =Ky =—
/
4FEA
<=
Assim,
EA A
_| /
Tl E4 4E4
/ 3/

3) Agora para a montagem da matriz M,

1
my; = [ pgdx
0

Assim,
pAL pAl

- 3 4
Yo gt pai

4 5
4) Forgas generalizadas:

p(x,t)=P somente existe em x=/, logo,

0, = [ p(x.t)g,(x)ax = p(L,t)¢,(L)

O, = P'¢i (L)

O =Ps(L)=P
0, :P-¢2(L):P

5) Agora montemos as equagdes do movimento:
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CAPITULO 7

CONCEITO DE MODELAGEM PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O Método dos Elementos Finitos (“Finite Elements Method” — FEM) foi criado para resolver
dois principais problemas encontrados no Método dos Modos Assumidos (Craig, 1981):

e No método dos modos assumidos ¢ extremamente dificil escolher um conjunto de
fungdes de forma ¢, (x) para uma estrutura que tenha uma geometria complexa;

e As equagdes resultantes do método dos modos assumidos sdo em geral altamente
acopladas o que exige mais tempo de processamento numérico € mais espago na memoria do
computador;

e Para cada nova geometria devemos elaborar quase sempre um novo conjunto de
fungdes de forma ¢, (x).

O Método dos Elementos Finitos (FEM) pode ser considerado uma aplicagdo do método dos
modos assumidos onde ¢, (x) representam formas de deflexdo sobre uma porg¢ao da estrutura
(elemento finito) com os elementos sendo montados para formar o sistema estrutural com
sua geometria complexa.

Vamos ver aqui os casos de movimento longitudinal, transversal, torsional para o

movimento em duas dimensdes € combinacdes entre estes para o caso em trés dimensdes.
71 MOVIMENTO AXIAL

Seja uma barra de comprimento uniforme /, densidade de massa p, médulo de Young E e

area da secdo transversal A (Figura 7.1).
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i, (t)

\_}’ u(x, t) )rr v

FIGURA 7.1 — Um elemento uniforme sujeito a deformagao longitudinal.

FONTE: Craig (1981, p. 383).

A aproximacao mais simples que se pode ter para o deslocamento nas duas extremidades,

v(x,1) = @ (x).q, (1) + ,(x).q, (?) (7.1)

¢1:1_% ¢1:1_x]

T

x/l x/1
| |

FIGURA 7.2 — Fungdes de forma para o elemento longitudinal.
Tendo em vista que v(0,7) = q,(¢) e v(l,t) = q,(¢) as condi¢des de contorno das fungdes de

forma que devem ser satisfeitas sao;

4,(0)=1
4,()=0
4,(0)=0 (7.2)
4, =1

Da equacdo diferencial que rege a dinamica da deformacdo longitudinal de uma viga (Craig,

1981, cap.9) encontramos a expressao para a deformagdo v (onde a densidade de massa p ¢
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constante e a forca externa p =0,

2
a(Ela_uj i

Ox ox ot*

0*v
ox?

EI =0
Dai,

v(x)=c, +c,x

Normalizando em relagao ao comprimento da viga /,

v(x)=c, +c, (%)

2
constante), para uma condi¢do inicial u(x,O) = 8U(gx,0) = 0 U(x,O)
X

. =0, a elasticidade EI ¢
X

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

A partir de uma simples comparagao entre (7.6) e (7.2) chegamos as funcdes de forma

(modos assumidos):

40 =1-/
4. ="/

De equagdes anteriormente mostradas:

/ ¢,
wefr

x

p-Ap¢,dx

ij

S
Il
ov._,N

0, = [ plx.1)g, (x)dx

Ap0s substituirmos (7.7) em (7.8), (7.9) teremos,

AEN( 1 -1
K=|—/1
[ )\-1 1
_(pAy[2 1
6 JI1 2
Finalmente, as equagdes do movimento:
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(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)
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Mi+xq=0 (7.13)

(%j(? ;)T(A_fj(_ll _11]@:@;} (7.14)

Como nesse caso apresentado a viga com deformacdo elastica longitudinal estd livre de

forgas externas temos Q=0,
pAl(2 1), (4E\( 1 -1 0
— | g+ — | q= 7.15
( 6 ](1 24T e 127 o (7.15)
7.2 MOVIMENTO TRANSVERSAL

Para o caso do movimento transversal de uma viga de Euler-Bernouli de comprimento /
devemos considerar quatro tipos de deformagdes: 1) o movimento transversal na

extremidade inicial v(0,7) = ¢,(¢), 2) a declividade na extremidade inicial w =q,(),
X

3) o movimento transversal na extremidade final v(/,f)=¢g,(t) e 4) a declividade na

ov(l,t)

: v : . .
extremidade final 3 =¢,(?) . Assim sendo, a deformagdo v pode ser escrita como:
X

o(x,1) = 2 4,()4;(0) (7.16)

qi(t)

I N
/l

N

FIGURA 7.3 — Deflexdo transversal na viga de Euler-Bernouli.

Da Figura 7.3 temos:

v(0,7) = ¢,(0).q,(?) + $,(0).q, (?) (7.17)

que significa dizer que a viga em x = 0 ndo sofre a influéncia de ¢; nem ¢,. Isto é:
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5,00 = 4,0 = B O 00O o

o(l,1) = ¢5(1).q5 () + ¢, (1)-q, (1)

que significa dizer que a viga em X = / ndo sofre a influéncia de ¢; nem ;. Isto é:

5,0 =,0)= 90O/ 080/ _o

Similarmente,

ov(0,1) _ 94,(0) a¢2( )
. o N+ = —a:0)
ov(l,1) <9¢1 0} g (0)+ 5¢2 0} 7.

Oox

A andlise da figura 8 permite perceber que:

v(0,7) = ¢,(?)

O que, quando comparando (7.17) com (7.23) tem-se que:

$,(0)=1
¢2 0)=0

A analise da figura 8 percebe-se que:

ov(0,1)

o =q,(?)

O que, quando comparando (7.25) com (7.21) tem-se que:

9¢,(0)

=0
ox
20,0 _,
Oox

A andlise da Figura 7.3 permite perceber que:

o(l,1) = q,(1)

O que, quando comparando (7.27) com (7.19) tem-se que:
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(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)



g (D=1
$,(1) =0 (7.28)

A analise da Figura 7.3 percebe-se que:

ov(l,t)
Uax 45() (7.29)

O que, quando comparando (7.29) com (7.22) tem-se que:

20.() _,
ox

o4, (1) » (7.30)
ox

Assim, as condi¢des de contorno obtidas nas equagdes (7.24), (7.26), (7.28) e (7.30) podem

ser agrupadas no seguinte conjunto (Craig, 1981):

$(0) =1, M_m)_a(ﬁl(z) 0
@ﬂa $,(0) = ¢2(z)_w 0
x ¥ (7.31)
0 04, _
p0=1 =200
%ﬂa ¢4(0)—8¢“(O)—¢4(z) 0
X

Da equagdo diferencial que rege a dinamica da deformagao transversal de uma viga (Craig,

1981, cap.9) encontramos a expressao para a deformagdo v (onde a densidade de massa p ¢

2
ov(x,0) _ 0*0(x,0) _ 0, a elasticidade ET é

constante) para uma condigdo inicial v(x,0)=

ox ox’
constante e a forca externa p = 0,
sx (Ef qu) Pg;) =P (7.32)
El Z:f =0 (2.40)
U(X)=Cl +CZX+CSX2 +c4x3 (733)
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Normalizando quanto ao comprimento / da viga teremos,

u(x): ¢ +c, (£j+c3 (fj +C4(£j 7.34
i i i (7.34)

Fazendo a seguinte consideracdo de normalizacdo para as variaveis normalizadas em uma

condicao inicial t = 0:

4,(0) = 4,(0) = ¢5(0) = ¢,(0) =1 (7.35)

Dai, fazendo uma analogia entre (7.34) e (7.15) usando a consideracdo (7.35) teremos,

v(x,0) = ¢, (x).q,(0) + @, (x).q,(0) + #5(x).q5(0) + &5 (x).q5(0) (7.36)
$(x)+¢,(x)+ (X)) + P (x) = ¢, + ¢, (;j T ¢ [;j te (;j (7.37)
analogamente,

04 (x) 0,0 04(x)  04i() _cx +2&(£] ﬁ&(zjz

ox ox ox o 1 1 \1) 1\ (7.38)
De (7.37) para x = 0 e levando em consideragao (7.31):
2 3
1+0+0+0=c +cz(9j+c3(9j +c4(9j
[ [ [
¢ =1 (7.39)
De (7.38) para x = 0 e levando em consideragao (7.31):
2
_G 26 (0),364(0
0+1+0+0= ; + ; (l]+ 7 (7.40)
c, =1 (7.41)
Das equagoes (7.37) e (7.38) para x = [ e levando em consideracdo (7.31):
0+0+1+0=c¢, +c, +c; +¢, (7.42)
_G 26, 36
0+0+0+1=—+ ; + ; (7.43)

Criando um sistema com (7.42) e (7.43) temos:
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c,tc,+ecy+ce, =1
¢, +2c;+3c, =1

(7.44)

Aplicando os resultados encontrados para c; e ¢, no sistema (7.44) chegamos ao sistema,

¢, +c, =—1
2¢;+3¢c, =0

O que resulta em,

c;, =-31

c, =21

Voltando a (7.37) com as constantes definidas teremos:

B,(X)+ 6, (x) + 4y (X) + 6, (x) = 1+ z[?j - 31@ + 21[?}

(7.45)

(7.46)

(7.47)

(7.48)

Claramente (7.48) satisfaz as condic¢des (7.31). A derivada de (7.48) em x também satisfaz a

(7.31).

Para encontrar cada fungdao de forma individualmente devemos desmembrar (7.48)

cuidadosamente sempre tendo em consideragdo (7.31):

¢1+¢2+¢3+¢4: 1_3[§J +2(§]:| +

¢l

2 3
+ x—ZI(ij +l(£j} +
[ /
«—¢2

-],
RGRGIN

Donde as fun¢des de forma sao:
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pe1o5) 5
b, =x— 21(?] +l();
o =43 -3)
w(i) +43)

T

A Figura 7.4 mostra as formas dessas func¢des de forma.

1(x) 03(x)
A A

\4

(7.50)

<P2(Z<) [ (P4(X)A

v

~

FIGURA 7.4 — fungdes de forma para a deforma(;ﬁo transversal.

0’¢, 0

Finalmente, podemos usar as equagdes K; = .[E [.— e
x

calcular os elementos das matrizes de elasticidade e de massa para obter as

matrizes simétricas:
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12 6/ -12 6/

_(EI 4 -6l 2I°
Ve 12 -6l (7.51)
sim. 47

156 221 54 -13/

v [P 47 131 =317
420 156 —221 (7.52)
sim. 41>

As equagdes do movimento sdo entdo montadas,

Mi+xg=0 (7.53)
156 221 54 —13/ 12 6 -12 6l
pAl 41> 131 =31* . (EI 4 —el 2| (0 (7.54)
420 156 —221[27\ P2 12 -6/ (0o
Sim. 4]? sim. 477

7.3 MOVIMENTO DE TORCAO

Seja I, o momento de inércia ao redor do eixo centroidal de uma viga (eixo x da Figura 7.5)
e GJ a chamada elasticidade torcional, as energias potencial eldstica e cinética provocadas

com esse efeito de tor¢ao sdao dadas por,

U(t) = %j GJ.(Z—ejzdx (7.55)
0 X
K= %i p.I, 6 dx (7.56)

Sendo / o comprimento da viga e 0 a posicdo angular de um elemento de massa da viga
devido a tor¢do, em fun¢do da posi¢do e do tempo.

Convém lembrar que em um grande niimero de casos praticos o eixo torcional ndo coincide
com o eixo de inércia. Isso ocorre quando temos uma se¢do ndo circular o que gera um

acoplamento entre flexao e tor¢ao e ¢ este um efeito que ocorre nas asas de avioes.
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FIGURA 7. 5 — elemento de viga sofrendo torgao.

A deformacgao rotacional ao longo do elemento de viga ¢ dado pelos modos assumidos,

O(x,1) = ¢,(x).q, (1) + $,(x).q,(?)

(7.57)
De (Craig, 1981, secdo 9.3) temos a seguinte equagao diferencial,
06
/7= (7.58)

Visto que essa equacao possui a mesma forma da equacgdo de equilibrio para a deformagao
longitudinal e dado que as func¢des de forma devem satisfazer as mesmas condigdes de
contorno que no caso longitudinal, significa que podemos usar como fun¢des de forma para

o caso da tor¢do as mesmas equacdes de forma usadas no caso longitudinal,

#(x)=1-Y/
#.(0 = (739

Similarmente temos, com adaptagdes para o caso da torcao,

[y 0299,
K, = ! GJ.—L—Ldx (7.60)
my = [ pI,4,¢dx (7.61)
0, = [z(x,t)¢, (x)dx (7.62)
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onde t(x,t) ¢ o torque distribuido por unidade de comprimento. Inserindo (7.60) nas

equagdes (7.60) e (7.61) temos:

.
KTI(:%l}(_l IJ (7.63)
<M:(if}ﬁ ;j (7.64)

Finalmente, as equagdes do movimento desconsiderando a presenga de torques externos:

Mi+xq=0 (7.65)

203 Nae (& ()

Segundo Craig (1981), um tratamento completo sobre o deslocamento tridimensional de

vigas e da dindmica estruturas complexas ¢ dado por J.S. Przemieniecki em “Theory of

Matrix Structural Analysis” (McGraw Hill, New York, 1968).
7.4 DINAMICA ENVOLVENDO TRELICAS - METODO DO DESLOCAMENTO

Nas secOes anteriores vimos que as matrizes de massa e elasticidade foram calculadas a
partir de elementos de massa numa mesma base xyz. No caso de uma trelica freqlientemente
existem membros que ndo estdo alinhados com um eixo comum chamado “base de

referéncia global” (XYZ), como no caso apresentado na Figura 7.6.

2)
3)

s

s

FIGURA 7.6 — sistema de eixos coordenados de uma trelica.
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Na Figura 7.6 temos o elemento de viga sendo submetido a um deslocamento u; numa
extremidade e a outro deslocamento u, em outra extremidade. A idéia aqui é transformar
esses vetores de deslocamentos para a base global, i.e., reescrevendo-os no sistema de

coordenadas da base global, como faremos a seguir. Na figura 7.7 o sistema global ¢ XY,

com versores XY e o sistema da viga ¢ xy.

FIGURA 7.7—- Decomposi¢ao dos deslocamentos longitudinais da viga em componentes do
eixo global.

Assim, podemos reescrever o deslocamento u; nas coordenadas do sistema global,

A

.cos(@).f( + ‘g”y ‘.Sen(ﬁ).Y (7.67)

Uixy = ‘ﬂlxy
Sendo o escalar ‘L_l lxy‘ o valor do médulo do vetor deslocamento u; que originalmente estava

na base xy.

Para simplificar a notacdo de (7.67) fagamos,

Uiy = ‘ley X
. (7.68)
Uy = ‘ﬂlxy Y
Logo, voltando a (7.67),
U,y =cos(0)u,, +sen(@)u,, (7.69)

Analogamente para uy:

71



Uryy = COS(H)-sz + Sen(e)-ﬂzy (7.70)
Essas equagdes podem ser combinadas na seguinte transformacgao linear,

cos(B)u,, +sen(6)u,,

Uy | _
(sz B (cos(e).b_tzx + Sen(ﬁ).gzyj (7.71)

%IX
Uy | (cos(6) sen(6) 0O 0 Uy (7.72)
Uy ) O 0 cos(0) sen(0))| u,,
Usy
U
(ule:T. Uy (7.73)
Usrxy Urx
Usy
ou,
u=Tu, (7.74)

Assim, a matriz de transformacao ¢ dada por:

T:[cos(ﬁ) sen(@) 0 0 J (7.75)

0 0 cos(9) sen(0)

Exemplo 5: (Craig, 1981) Seja treliga plana que contém apenas trés barras. Calcule a matriz

de transformagao para o elemento (1).

N
30 (1)
Y 60
X
W
40

Resposta:

cos(6) = %
sin(@) = %
1 (4 3.0 oJ
T ==
5(0 0 4 3
Que ¢ a matriz procurada.
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Os calculos das energias potencial eldstica e cinética podem ser dados por:

U= lu " ku
yu Y
U= lul.TTT.K.T.ul.
) u
cos’ (9) cos(&)sin(@) —cos’ (9) - cos(@)sin(@)
77 er = AE sin?(@)  —cos(@)sin()  —sin*(0)
o cos’ (6’) cos(H)sin(H)

sim. sin? (6’)

Analogamente para a energia cinética,

K I%QiTTT.M.T.L_'li

Onde T7.M.T ¢é amatriz de massa transformada para o sistema global XY.
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CAPITULO 8
CONTROLE ANALOGICO DE ESTRUTURAS FLEXIVEIS

8.1 CONTROLE VIA REPRESENTACAO EM VARIAVEIS DE ESTADO MODAIS

Feita a modelagem matematica de uma estrutura fisica o proximo passo ¢ desenvolver um a
lei de controle para regular o seu comportamento. Um vetor de estados que inclua a dinamica
de atitude do corpo rigido bem como a dinadmica da parte estrutural flexivel resulta na

seguinte equacgao (Silva, 1997),

J Mg). (0 0y
(Mg M}EJ{O KJ.E—Q—B.L_{ (8.1)

Mi+Kx=Bu (8.2)

Sendo J uma matriz de inércia de dimensdao 3, M a matriz de massa, k a matriz de
elasticidade, My uma matriz de acoplamentos rigido-flexiveis e u o vetor de sinais de
controle.

Por “decomposi¢ao espectral”, os autovalores a direita e a esquerda sdo respectivamente,

L

(7-4.01)p =0 (8.3)

T~ 7 T
vl (&~ 2.8)=0 (8.4)
Conforme estd estabelecido na literatura emprega-se a matriz dos autovalores a direita

D=[¢, 5252 5253 D fgn] como matriz de transforma¢do de um espago modal de estados

para um espago real (fisico), tal como esta mostrado abaixo:

X(t) = Dr(1) (8.5)

Assim sendo, podemos montar a seguinte expressao:

Ly+diag0,0,0,0,0, ..., Jn = " bu 86)

Onde b, ¢ a matriz influéncia no controle e u é o vetor de controle.

Se forcas dissipativas forem introduzidas na estrutura teremos:
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171+2.£.diag(0,0,0,0,,,...,, , )1 + diag(0,0,0,0,0," ..., .} Jn = O b.u 87)

onde { ¢ a razdo de amortecimento.

Finalmente, a equacao diferencial linear de estados ¢ dada por:

X(1)= AX()+ Bu 82)

onde o vetor de estados ¢ dado por:

Y n
715 (8.9)

onde 7 representa as rotagdes e os deslocamentos elasticos; e as matrizes A e B sdo dadas

por:
4o 0 1
" - diag(0.0.0.07 0,0, }) —2.£.diag(0.0.0.0,.0,.....0, ) (8.10)
0
B= o b, (8.11)
Sendo a equacdo das saidas dada por:
Y=cx (8.12)
Y=Coxy (8.13)

8.2 CONTROLE LQR

O regulador linear quadratico gaussiano (LQR) fornece ao projeto de controle em malha-
fechada excelentes margens de estabilidade. No teorema seguinte se encontra enunciado o

método do LQR.

Teorema (Regulador Linear Quadratico LOR): dado o sistema dinamico,

X(1)=AX()+Bu (8.14)
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z(1) = H.X(1) (8.15)

Estabelecamos o seguinte funcional quadratico como indice de desempenho:

Jior = T(ETQZJFZTRZ)W (8.16)

0
no qual a energia dos estados de interesse z(t) ¢ ponderada de forma relativa a quantidade de
energia de controle u(t) através das matrizes de “peso” ou “ponderacao” Q e R.
Se podemos considerar:

1. (4,B) é “estabilizavel” e (4, H)é “observéavel”.

2. R=R">0
3. Q=Q" >0
Entao,

1. O controlador LQR ¢ o tnico controlador 6timo que minimiza o funcional Ji gr w2
sujeito a restricdo dindmica imposta pela (8.14). A LEI DE CONTROLE por realimentacao ¢

dada entdo por,

u(t) = —Fppp X (1) (8.17)

onde,

-1pT
Fiop =R"B' S5 (8.18)
2. Sigr ¢ a unica matriz simétrica e positiva-definida que resulta da equagao algébrica

de Riccati (“ARE”):

S,onA+ATS, g + H O.H ~ S, BR".BT.S,,, =0 (8.19)

3. A dindmica do sistema em malha-fechada é,

X(@)=[4- B.F} o Jx @) (8.20)

4. O minimo valor para o funcional J R ¢,

minJ,,, =Xy 8,00 X, (8.21)

onde x¢ = x(t=0). A prova do teorema se encontra em Valer (1999).
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Infelizmente esses resultados sdo validos apenas para o caso da realimentacdo total de

estados, 0 que ndo ocorre em casos reais.
8.3 CONTROLE LQG: NORMA MiNIMA H,

Nos casos praticos nunca se consegue controlar todas as varidveis de estado envolvidas no
processo. Assim, o diagrama mostrado na Figura 8.1 ilustra o caso em que “variaveis

exodgenas” de entrada u; e saida y; “escapam do controle” C.

5 P

C

=
=<

FIGURA 8.1- Diagrama em blocos de realimentagdo com a presenca de “variaveis

exogenas”.

FONTE: Valer (1999).

O objetivo aqui ¢ encontrar um controlador analdégico C(s) que minimize a norma
(“tamanho”) da funcdo de transferéncia entre as varidveis exdgenas, onde as relacdes entre

tais varidveis exdgenas e varidveis controlaveis sdo dadas por,
Y, () =T, u,(s) (8.22)

u(s) =-C.y(s) (8.23)

Sendo que a fungdo de transferéncia do sistema ¢ dada por,

G(s)=C.D(s).B (8.24)

onde,

D(s) = (s1 - 4)" (8.25)

O sistema completo do problema padrao LQR ¢ dado por,
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X(1)=AX(t)+Bult)+ L&)

y(£)= Cx(t) + /1. Ln(¢) (8.26)
=(t) = H.x(t)

onde z ¢ o vetor de estados que ¢ de fato regulado, & e 7 sdo ruidos brancos gaussianos ndo

correlacionados e com intensidade unitaria.

") @8} (8.27)

Assim temos que,

HOL — HPBC(I + GC) ' COL - [uHDBC(I + GC) ' COL
Ta(s) = B n (8.28)
— pC(I+GC)" caL Ju.pC(I +GC)
Dado o funcional LQG,
Jigo = (7 0z-+u” Ruli (8.29)
0

Usando Q=/ ¢ R=p”I teremos ap6s uma aplicacdo do teorema de Parseval,

o0

J 106 = J.t )da)— ,[( Tyttt ;lul)d“) (8.30)

0
H 7 . .
Sabe-se que u,.u,” =1 por se tratar de um ruido branco. Assim, conclui-se que o problema

do LQG se resume em encontrar o controlador C que minimize a norma,

JLQG = 21” [f ylut* ylul)dw H ylul (8.31)

O problema ¢ entdo,

2

minJ,,; = mm” iul

(8.32)

Onde a norma 2 ao quadrado descreve a”’energia” do sistema.
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8.4 CONTROLE H;

O Controle H, ¢ uma generalizagdo do LQG estabelecido pelo teorema desta se¢cdo. Antes
vamos ver a “hipotese da planta aumentada”.

Dada a planta,

(8.33)

As hipdteses da planta aumentada sdo as seguintes:
1. D11 =0
2. [4 B,] éestabilizavel

3. [4 C,]édetectavel

4. amatriz Vz_Bl_[BT D ]i_Vxx Ve >0 com V_>0
: _l)21 i 21 _VTxy Vyy = »y
. _CIT | T I Rxx Rrx
5. amatriz R=| .[C1 Du]i r “ 120 com R,>0
_D12_ _R uu uu

A hipotese 1 garante que disturbios ndo interfiram nas variaveis de desempenho y; (condigao
necessaria para controle H, mas desnecessaria para H_ ). As hipdteses 2 e 3 sdo necessarias
para garantir a existéncia de um controlador estabilizante e as hipoteses 4 e 5 sdo

necessarias para permitir a existéncia de uma solugdo positiva-definida na equagao de

Riccati associada aos controladores 6timos.

Teorema (Controle H,): sob as hipdteses anteriores o unico controlador 6timo estabilizante

que minimiza a norma H; é,

C:{A_Bze - K,C, -K,D,,F, | Kz}

~F, K (8.34)
onde,

F, = R,)(R], + B] X,)
K, =(ncl+v, (8.35)

sendo X2 e Y2 as Unicas solucdes positivas-definidas das seguintes equacdes de Riccati,
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X,A +A"X,+R_—R_R'R’ —X,B,R:'BTX, =0

AY, + VA +V, =V VIV -Y,CIV,C]Y, =0 (8.36)

xy” oy DXy 27wy

onde,

A, =A-B,R,R,,
A, =A-V V]C, (8.37)

Xy oy
Uma caracteristica do controlador H, ¢ a sua simplicidade dado que a sua sintese se reduz a
solugdo de duas equagdes desacopladas de Riccati. Na figura 14 podemos ver como ¢ a

estrutura do controle Ho.

FIGURA 8.2 — Estrutura em blocos do Controlador H,.

8.5 CONTROLE H,
Sob as hipoteses anteriores:

Teorema (Controle H,): sob as hipdteses anteriores € que u; possui norma L,

o0

( '[ u, (t)u, (¢t)dt )<oo) um controlador estabilizante que satisfaz,

—0

|71 o), <0 (8.38)

¢ dado por:
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onde,

Aoo ZooLoo
C, =

00

A, =A+(B -L,D, W, -B,F, -7 L,C,—-Z,L,D,F,

o0

F, =R} (R, +BIX,)

-1
Z, = (1—%1@0){%]
y

Sendo Y, X solugdes das seguintes equagdes de Riccati,

xXu uu xXu

X, A4, +ATX, +R, ~R,R'R" - X (B,R, B —- BB X, =
Y

AY +Y A +V, -V V. V] - (C v.Iic] - lclcf)ywzo

xy© oy Xy 27w

que satisfazem as condi¢des adicionais,

l.
2.
3.

X, =0
A+ B W, + B,F, ¢ assintoticamente estavel

Y, >0

1 e .
A+L,C, + —2Ywa C, ¢ assintoticamente estavel
4

p(Xwa )< 7> onde p() = max|/11. (] ¢ o RAIO ESPECTRAL.

Na Figura 8.3 temos a estrutura em blocos do controle H .
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(8.42)
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(8.44)
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<«!B {1 W

Y=

FIGURA 8.3— Estrutura em blocos do Controlador H .
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8.6 VANTAGENS E DESVANTAGENS DAS TECNICAS DE CONTROLE ABORDADAS

Tabela 1: vantagens e desvantagens das técnicas de controle abordadas.

Vantagens

Desvantagens

margens de
estabilidade garantidas

precisa observar de
todas as variaveis de

Controle LQR ganho do controlador é estado
constante projeto do controlador
pode resultar iterativo
Controle LQG ruidos sdo parametros margens de
livres no projeto estabilidade ndo sdo
garantidas
projeto do controlador
pode resultar iterativo
Controle LQR/LTR margens de alto ganho do
estabilidade garantidas compensador
procedimento para sistemas de fase
sistematico e simples minima e limitado em
sistemas de fase ndo
minima
focalizado nas classicas
margens de
estabilidade
projeto do controlador
pode resultar iterativo
Controle H; leva em conta robustez projeto do controlador

na estabilidade e
sensibilidade

permite dar forma de
maneira aproximada as
fungdes de
transferéncia do
sistema

pode resultar iterativo

Controle Hiuginito

leva em conta robustez
na estabilidade e na
sensibilidade

permite dar forma de
maneira exata as
func¢des de
transferéncia do
sistema

procedimento de um
passo

requer especial atencao
para a robustez frente
as incertezas
estruturadas
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