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RESUMO

Problemas de vibracdo aleatdria sdo problemas em que ndo se consegue prever o
efeito da excitag@o na estrutura e conseqlientemente ndo se consegue prever a resposta da
estrutura a excitagdo em um determinado instante de tempo. Essa resposta fica
caracterizada por grandezas estatisticas, como a média da resposta do sistema e o desvio
padrdo, os quais sdo obtidos a partir de dados amostrais da excitagdo. Apesar do problema
de analise estrutural ser bem conhecido, o problema envolvendo otimizagdo estrutural com
esse tipo de carregamento ainda nao o é.

O presente trabalho tem por objetivo apresentar uma formulagdo para analise de
sensibilidade e otimizagdo de estruturas submetidas a vibracdes aleatorias. Além da
formulagdo pretende-se mostrar a aplicagdo para estruturas reticuladas e estruturas de
placas.

Para a analise de sensibilidade sera utilizado o Método Analitico, sendo também
implementado o M¢étodo das Diferengas Finitas para validar as equagdes obtidas
analiticamente. Para a solu¢do do problema sera utilizado o algoritmo baseado no Método

dos Pontos Interiores.






SENSITIVITY ANALYSIS AND OPTIMIZATION OF STRUCTURES UNDER
RANDOM VIBRATION

ABSTRACT

Problems of random vibration are problems where can not to predict the effect of
excitement at structure and in consequently can not to predict the response of structure for
an instant of time determined. That response stays characterized by statistical terms like as
mean of response and mean square, which are obtained from data of excitement. Although
the problem of structural analysis to be well known, the problem of structural optimization
with this kind of load still is not.

The present work has the objective of to present the formulation for the sensitivity analysis
and optimization of structures under random vibration. With this formulation pretend to
show the application for reticulated structures and plates structures.

To sensitivity analysis will be used the Analytical Method and the Finite Difference
Method will be implemented to validate the equations obtained by Analytical Method. The
solution of optimization problem will be obtained using the algorithm based at Interior

Points Method.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

No mundo fisico existem muitos sistemas para os quais a excitacdo pode estar
relacionada com uma pequena quantidade de fatores que a produzem. Se a funcao que
descreve a excitacdo do sistema ¢ obtida de um evento, se o evento ¢ repetido varias
vezes sob as mesmas condigoes e a funcdo obtida é a mesma, essa excitagdo ¢ dita
deterministica. Essas fun¢des deterministicas sdo caracterizadas pelo fato de que os
valores das fungdes podem ser obtidos para qualquer instante de tempo t.

Por outro lado, existem casos nos quais, por uma variedade de razdes, ndo ¢ possivel
predizer exatamente qual ¢ a resposta do evento. Se um mesmo evento ¢ repetido um
certo numero de vezes, e para cada vez ¢ obtida uma funcao diferente, essa fungdo ¢ dita
ser aleatoria. E a resposta do sistema sé podera ser estudada em funcdo de grandezas
estatisticas.

Problemas de vibragdo aleatéria sdo problemas em que ndo se consegue prever o
efeito da excitagdo na estrutura e consequentemente ndo se consegue prever a resposta
da estrutura a excitagdo em um determinado instante de tempo. Essa resposta fica
caracterizada por grandezas estatisticas, como a média da resposta do sistema e o desvio
padrdo, os quais sdo obtidos a partir de dados amostrais da excita¢do. Essas excitagdes
sdo geradas, por exemplo, devido ao efeito de terremotos, onde a estrutura deve ser
projetada considerando o pior caso de um terremoto em uma determinada regiao, tendo
em vista terremotos anteriores, ou efeitos previstos em normas de acordo com o projeto
a ser executado. Esse estudo ¢ muito freqiiente para estrutura de usinas nucleares ou
regides onde ocorrem terremotos freqiientemente.

Além do efeito de terremotos, outro exemplo é a excitacdo devido ao efeito do
lancamento de um foguete. Durante o lancamento, as vibragdes que ocorrem na
estrutura do veiculo e equipamentos sdo consideradas aleatérias. Outras vibragoes

aleatorias sdo os maremotos, as rajadas de vento em estruturas aeronduticas, etc. O

problema de andlise estrutural envolvendo vibracdes aleatorias ¢ um problema bem
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estudado e bem definido, podendo-se encontrar varios pesquisadores que estudaram o
assunto, dentre eles destacam-se Clough (1975), Meirovitch (1980), Venancio (1980).

Apesar do problema de andlise estrutural ser bem conhecido, em projetos
estruturais, independente da carga aplicada, busca-se sempre um projeto com um baixo
custo, se possivel baixo peso estrutural e que atenda as necessidades de projeto. Junto
com os requisitos de baixo peso e baixo custo, busca-se um projeto que atenda aos
requisitos de qualidade e confiabilidade. O conjunto de todos esses requisitos constitui
um problema complexo e dificil de ser resolvido se métodos matematicos automaticos
ndo forem usados. Esses métodos sdo conhecidos como Métodos de Programacao
Matematica, que de uma forma geral, pode acoplar todos os requisitos necessarios para
que se tenha um projeto 6timo.

Atualmente, no mundo da engenharia estrutural, um bom projeto requer eficiéncia
no tempo e nos custos de dimensionamento. Além disso, ele deve atingir uma forma
aceitavel e proxima das caracteristicas 6timas. Caracteristicas essas, que serdo dadas em
funcdo da qualidade e aplicabilidade do projeto e que podem ser obtidas com o auxilio
das ferramentas de programagdo matematica. O problema que envolve analise
estrutural, juntamente com as ferramentas de programacdo matematica pode ser
definido como um problema de Otimizagdo Estrutural.

Até o presente momento, problemas envolvendo carregamento com vibragdes
aleatorias e otimizagao estrutural, foram poucos estudados. Dos trabalhos mais recentes
destaca-se o trabalho de Kin e Wen (1990), onde os pesquisadores fazem um estudo da
confiabilidade estrutural levando em conta o efeito combinado de cargas aleatorias.
Neubert (1993) faz um estudo da maximizacao de amortecimento estrutural de modo a
diminuir o efeito da vibracdo aleatéria sobre a estrutura. Lipton et al (1993) faz um
estudo da distribui¢do 6tima de enrijecedores em placas submetidas a multiplos casos de
cargas aleatorias.

Dos trabalhos citados anteriormente, nenhum deles faz o estudo da otimizacao de
estruturas submetidas a vibragdes aleatorias considerando o desenvolvimento das
equacdes das grandezas que caracterizam a excitagdo. Além desses trabalhos, Alves
(Alves et al, 2000) faz o estudo do desenvolvimento das equacdes da andlise de

sensibilidade da resposta de estruturas submetidas a vibragdes aleatdrias. Esse estudo ¢é
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necessario, uma vez que o algoritmo de otimizacdo utilizado no presente trabalho
pertence a familia dos métodos gradientes. Alves (Alves et al, 2001) faz o estudo da
otimizagdo de estruturas de placas homogéneas e placas sanduiches submetidas a
vibragdes aleatorias e Alves (Alves et al, 2001) faz o estudo comparativo entre
otimizacdo deterministica e otimizacao probabilistica para estruturas reticuladas. Tendo
em vista os poucos trabalhos publicados nessa area segue as motivagdes e os objetivos

desse estudo.

1.1.- MOTIVACAO E OBJETIVOS DO TRABALHO

1.1.1 - MOTIVACAO

Como foi apresentado anteriormente, o estudo de vibragdes aleatorias ¢ um ramo de
extrema importancia para os engenheiros que trabalham em projetos de estruturas
submetidas a agdes de terremotos, ao efeito de rajadas de ventos e estruturas espaciais
onde ha vibracdo durante o langamento da estrutura.

Porém, em grande parte dos projetos, o trabalho do engenheiro projetista ¢ um
trabalho de tentativa e erro. Nesse tipo de trabalho, o engenheiro langa as dimensodes
iniciais da estrutura, levando em consideragdo a experiéncia do projetista e verifica se a
estrutura suporta o carregamento previsto ou ndo. Uma vez que essa estrutura tem
caracteristicas satisfatorias a andlise, nem sempre o projetista esta preocupado, ou nao
tem tempo, de verificar se existe uma outra configuragdo mais econémica que suporte a
solicitagao. Nesse ponto surgem os algoritmos de programacdo matematica, que em
conjunto com as ferramentas de andlise, procuram resolver os problemas buscando uma
melhor configuracdo de modo a obedecer as restrigdes de projeto.

Existem programas comerciais de grande porte como NASTRAN e ANSYS que
possuem essas ferramentas de programacao matematica acopladas com suas rotinas de
analises. Esses programas comerciais possuem em seus pacotes alguns problemas de
otimizagdo pré-definidos como otimizagdo envolvendo problemas estaticos, problemas
de maximizagdo de freqiiéncia com restri¢do de peso, etc. Porém, nenhum deles trabalha

com otimizacdo estrutural considerando carregamentos de vibragdes aleatorias. Na
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literatura pesquisada até o presente momento, sdo poucas as pesquisas desenvolvidas

que acoplam a otimizagdo de estruturas com vibragdo aleatoria.

1.1.2 - OBJETIVOS

Tendo em vista o exposto anteriormente, o presente trabalho tem por objetivo:

v Apresentar uma formulacdo matematica que minimize a massa de estruturas
reticuladas (porticos, treligas) e placas submetidas a carregamentos de vibragdes
aleatorias. A formulagdo a ser apresentada no presente trabalho nio foi encontrada na

literatura especializada do assunto até o presente momento.

v’ Além da formulagio matematica do problema de otimizagdo, pretende-se
apresentar um estudo sobre a andlise de sensibilidade da resposta de estruturas
submetidas a vibracdes aleatdrias. O objetivo da andlise de sensibilidade nesse trabalho
¢ a determinacdo dos gradientes da fun¢do objetivo e restricdes do problema, uma vez
que, o método utilizado para obter a solucdo do problema pertence a familia dos
métodos gradientes. Até o presente momento, nenhum estudo sobre a andlise de
sensibilidade da resposta da estrutura submetida ao carregamento de vibragdes
aleatorias foi feito. Dentro dessa formulagdo implementou-se o Método Analitico (MA)
e o Método das Diferengas Finitas (MDF). O Método das Diferengas Finitas sera

utilizado para validar os resultados obtidos com as equac¢des do Método Analitico.

v'Apresentar a solugdo do problema de minimizagdo do peso de uma estrutura
submetida a vibragdo aleatdria, mostrando a aplicabilidade para estruturas reticuladas e

estruturas de placas.

v'Além da solugdo do problema de estruturas submetidas a vibragdes aleatorias, o
trabalho tem por objetivo mostrar uma comparagdo entre problemas de otimizagdo de
estruturas com carregamento dindmico (deterministico no tempo) e o problema

equivalente de estruturas com carregamento de vibracdo aleatoria. A formulacao de
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otimizacdo de estruturas submetidas a carregamento dinamico utilizada nesse trabalho

foi a formulagao desenvolvida por Falco (Falco, 2000) no seu trabalho de doutorado.

v'Para a solugdo do problema serd utilizado o algoritmo baseado no Método dos
Pontos Interiores (Herskovits, 1995). Esse algoritmo ja foi testado e demostrou ser uma
ferramenta robusta para obten¢do de solugdo de problemas com muitas variaveis de

projetos e com nao linearidade alta na func¢ao objetivo e restrigdes.

1.2 - ESCOPO DO TRABALHO

O presente trabalho pode ser subdividido em 3 partes.

Na primeira parte, composta dos capitulos 2, 3 e 4 é apresentada respectivamente,
uma revisao da literatura sobre o método dos elementos finitos utilizado para a analise
estrutural, um estudo sobre o problema de vibragdes aleatdrias e uma revisdo sobre os
problemas de otimizagao.

Na segunda parte, composta dos capitulos 5, 6 e 7, € apresentada respectivamente o
estudo da andlise de sensibilidade da resposta de estrutura de vibragdes aleatérias, a
formulagdo do problema de otimizagdo e os exemplos de aplicagao.

A terceira parte ¢ composta do capitulo 8 que traz a conclusdo e sugestdes para
trabalhos futuros e de um apéndice, onde se descreve a linguagem de programacgao
utilizada para desenvolver o trabalho, aplicativos utilizados e bibliotecas desenvolvidas.

Segue uma breve descrigdao do contetdo de cada capitulo.

O segundo capitulo traz uma breve introducdo do método dos elementos finitos,
descrevendo as matrizes de rigidez e massa dos elementos implementadas no programa
de andlise, bem como a determinagdo completa da matriz de rigidez ¢ massa do
elemento triangular a ser utilizado na modelagem de placas homogéneas e placas
sanduiche. Além da determinag¢do das matrizes de rigidez e massa dos elementos
lineares, traz uma breve descrigdo do método de redugdo estdtica, conhecido como
Reducdo de Guyan (Guyan, 1965) e o método de redugdo dindmica IRS (O’Calahan,

1989) também implementados no programa da tese.
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O terceiro capitulo traz um resumo sobre estudo de vibragdes aleatorias.
Descreve-se nesse capitulo as principais grandezas e expressdes utilizadas para analise
de estrutura submetida a esse tipo de carregamento tais como, Fun¢do de Densidade
Espectral de Poténcia (PSDF), Autocorrelagdo da Resposta e Desvio Padrdo. Essas
grandezas sdao incorporadas no programa de andlise e passadas para o algoritmo de
otimizagdo. Esse estudo foi baseado nos trabalhos dos pesquisadores Clough (Clough,
1975) e Venancio (Venancio, 1980).

O quarto capitulo apresenta uma breve introdugdo e discussdo de conceitos de
programacdo matematica. Nesse capitulo também s3o descritos os problemas de
otimizagdo de acordo com as categorias: linear, ndo linear, restrito, irrestrito, etc.
Descreve-se com mais detalhe, o algoritmo de otimizagao utilizado nesse trabalho. O
algoritmo implementado ¢ o do Método dos Pontos Interiores, apresentado por
Herskovits (Herskovits, 1995). Esse algoritmo calcula uma seqiiéncia de pontos vidveis
até chegar na solucdo 6tima a partir de um ponto inicialmente viavel.

No quinto capitulo descreve-se os métodos de andlise de sensibilidade, como o
Me¢étodo Analitico (MA), Método das Diferengas Finitas (MDF), Método Semi Analitico
(MSA). Além dos métodos de analise de sensibilidade apresenta-se também um estudo
das expressdes das sensibilidades que foram implementadas nesse trabalho. Para o
trabalho em questdo serd implementado o Método Analitico, pois para esse estudo
consegue-se determinar as expressdes explicitas das derivadas das matrizes de massa e
rigidez. Implementou-se também o MDF para validar os resultados obtidos pelo MA.

No sexto capitulo apresenta-se a formulacdo utilizada nessa proposta para a
minimiza¢do da massa estrutural de estruturas submetidas a vibracdes aleatorias. No
presente trabalho serdo utilizados diferentes tipos de carregamento tais como, como
ruido branco por ser de simples implementacdo, carregamento com variagdo linear,
carregamento senoidal entre outros.

No sétimo capitulo apresenta-se a solu¢do do problema de otimizagdo para
diferentes tipos de estruturas. Nesse capitulo ¢ apresentada a solucdo para estruturas de
trelicas, porticos, placas homogéneas e placas sanduiche. Além da solugdo do problema

de estruturas submetidas a vibragdes aleatorias, apresenta-se um estudo comparativo
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entre otimizagcdo com carregamento dindmico (deterministico no tempo) € a otimizagao
com vibracdo aleatoria (probabilistica) que € o foco principal desse trabalho.
Finalmente, no oitavo capitulo ¢ apresentada uma discussao final dos resultados
obtidos, bem como sugestdes para futuros trabalhos que sigam essa linha de pesquisa.
Segue no apéndice A, uma descri¢do da linguagem de programacao utilizada,
pacotes e bibliotecas desenvolvidas e utilizadas nesse trabalho, bem como as rotinas
implementadas até o presente momento. Para a geracdo do modelo de elementos finitos,
utiliza-se como ferramenta de pré-processamento o programa grafico FEMAP, o mesmo

utilizado pelo programa de analise estrutural NASTRAN.
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CAPITULO 2

MODELAGEM ESTRUTURAL VIA
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

2.1. - INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos ¢ uma técnica de analise numérica para
obten¢do de solugdes aproximadas de problemas de valores de contorno. As bases
matematicas do método foram determinadas por Courant (1943), descrevendo o método
como uma aplicacdo do método de Rayleigh-Ritz para sub-regides do dominio. Em
aplicagdes de engenharia, o método foi apresentado pela primeira vez como uma idéia
intuitiva de extender o método de andlise matricial de estruturas para os problemas de
continuo eldstico, tendo como pioneiros Turner et al (1956). Esses pesquisadores
consideraram o continuo composto de regides finitas. Essa técnica foi posteriormente
denominada de elemento finito por Clough (1960). Eles descreviam as propriedades de
cada regido em termos de um numero finito de parametros, os deslocamentos de um
nimero prescrito de pontos no contorno das regides finitas (chamados de pontos nodais
ou nds). Ao aplicarem as condi¢des de compatibilidade dos deslocamentos desses
pontos; com os pontos dos elementos adjacentes gerava um conjunto de equacdes. Essas
equagdes resultantes formavam um sistema de equagdes lineares simultaneas tendo os
deslocamentos como incognitas. A solucdo dessas equacdes fornecia os deslocamentos
nodais, os quais eram utilizados subseqiientemente para determinar as tensdes em cada
regido.

Com o passar do tempo foram desenvolvidas diferentes formulacdes de
elementos para aplicagdes nas diversas areas de engenharia, resultando em elementos
para analises de vigas, placas, cascas e elementos solidos, como tetraedro (Figura 2.1).
Os elementos sdo classificados de acordo com o numero de nos que eles contém e o

grau de interpolacdo utilizando para os deslocamentos. A idéia basica do método sera
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apresentada utilizando a formulagdo baseada em deformacdo, porém existem

formulac¢des baseadas em tensdes, tensao-deformacao (formulagdo mista).

(a) (b)

(e)
Fig. 2.1 — Diferentes Elementos Finitos
a - Elemento de barra com trés nds
b - Elemento de barra com dois nos
¢ - Elemento de placa quadrado com 4 nos
d - Elemento de placa triangular com trés nds

e - Elemento s6lido com 4 nos.
2.2. - CONCEITOS BASICOS DE ELEMENTOS FINITOS

Para a obtenc¢do das equagdes governantes de um problema estatico, considere-se
a minimizagao do funcional da energia dado por:
1
I, = I(ESTES —¢"Ee, +&"6,)dV —
v (2.1)
[u"Fav-[u"®dS-D"P
\%

S

Onde:
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€ : vetor das deformacdes do elemento;
E: matriz das propriedades elasticas do material;
g, : vetor das deformacdes iniciais do elemento;
u: vetor de deslocamentos nodais da estrutura;
F: vetor das for¢as de volume aplicadas no elemento;
@ : vetor das forgas de superficie atuando no elemento;
P: vetor das cargas nodais aplicadas nos nés do malha;
G, : vetor das tensdes iniciais do elemento.
Da relagdo deformacgao-deslocamento, tem-se que:
{e} =[01{u} (2.2)
Onde:

[0]: matriz que contem os operadores das derivadas parciais;
u: -vetor de deslocamentos da estrutura.
Por outro lado, os deslocamentos da estrutura podem ser escritos da seguinte
forma:
{u} = [N]{d} (2.3)
Onde:

d: -deslocamentos nodais da estrutura;
N: matriz que interpola os deslocamentos dos pontos nodais para qualquer ponto
da estrutura. Uma vez que os deslocamentos dos pontos nodais sdo conhecidos,
pode-se determinar os deslocamento de qualquer ponto da estrutura.

Substituindo a Equacao (2.3) na Equacao (2.2), tem-se que:

{e} =[B]{d} (2.4)

Onde:
{B} = [OI{N}. (2.5)

Substituindo a Equagdo (2.5) na Equacdo (2.1) tem-se que:
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numel numel

1 T T T
I, =3 ;dnKendn -~ nzz;dnren -D'P (2.6)

Onde:
K, = JBTEBdV (matrix de rigidez do elemento); (2.7)
VE

ir}= [B"Ee,dV - [B'c,dV +
V,

Ve

_[ENTFdV + jNTchs
v, S,

(vetor das cargas generalizadas atuando no elemento)

(2.8)
Da Equacdo (2.7), considerando a contribuicao de todos os elementos da malha

de elementos finitos, tem-se que:

I, = %DTKD -D'R (2.9)
Onde:
K =)k, (matriz de rigidez global); (2.10)
n=l
numel
R=P+ Zren (vetor de cargas global). (2.11)

Partido da Equacdo (2.9), pode-se determinar o conjunto de deslocamentos que

torna o funcional da energia potencial minimo. Dessa forma tem-se que:

I
P _0=KD=R (2.12)
oD

que ¢ um conjunto de equacdes algébricas que sdo resolvidas simultaneamente para

problema estaticos. Métodos de resolucdo desse sistema de equacdes podem ser

encontrados em (Kreyszig, (1992), Bathe (1996)).
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Para problemas que envolvem a analise dindmica da estrutura ¢ necessario se
determinar as matrizes de massa e amortecimento, uma formulacdo para sua

determinagdo pode ser encontrada em (Cook and Malkus, 1992):

M, = [pN"NaV (2.13)
VB

C. = [xN"Nav (2.14)
V,

e

Onde:
M.: matriz de massa do elemento,
C.: matriz de amortecimento do elemento.
£ : massa especifica;

K: razdo de amortecimento do material.

As expressdes para a matriz de massa e amortecimento sdo obtidas quando sao
consideradas as parcelas devido as forgas viscosas e dindmicas no funcional da energia
potencial minima. Procedimentos detalhados para a obteng¢ao dessas expressdes podem
ser encontrados em (Bathe, 1996, Bismarck, 1993, Cook and Malkus, 1992). Nas
equacdes (2.13) e (2.14).

2.3.— ESTRUTURAS A SEREM MODELADAS

Para o presente trabalho serdo modeladas estruturas reticuladas (porticos e
trelicas) e estruturas de placas e placas sanduiches. Para essas estruturas segue a
descrigao dos elementos utilizados no modelo de elementos finitos.

2.3.1 - ESTRUTURAS RETICULADAS

Para a modelagem das estruturas de treliga serd utilizado o elemento de treliga

apresentado na Figura 2.2.
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M W ,‘\
: 1y

=Y

Fig. 2.2 - Elemento de trelica.

A matriz de rigidez do elemento ¢ dada por:

== 9 _E4 0
L L
Kd=| B4 O gy O (2.15)
e = |
L L
0 0 0 0
E a matriz de massa consistente do elemento de treli¢a ¢ dada por:
2010
pAL|0 0 0 0
M. 1=P= 2.16
M= 0 5 o (2.16)
00 0O

Em alguns trabalhos, utiliza-se a matriz de massa concentrada e ndo a matriz de massa
consistente. Essa matriz ¢ obtida somando os graus de liberdade de translacdo na
correspondente direcdo e desprezando os graus de liberdade de rotacdo, quando existem.
Essa opg¢do ¢ utilizada para facilitar o processo de fatoragdo da matriz de massa no

problema de autovalor.
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Para o elemento de trelica, a matriz de massa concentrada ¢ dada por:

1 000

AL|0 0 0 O
[M,]=22= (2.17)

210 01 0

0 0 0O

Para as estruturas de portico serd utilizado o elemento de viga com 3 graus de
liberdade por nd, mostrado na Figura 2.3. Em seguida serdo apresentadas as matrizes de

rigidez e massa consistente, considerando os eixos locais (x’, y’) do elemento.

Wk v;-\?<_\
u
8, :

=
X

Fig. 2.3 — Elemento de viga com 3 Graus de Liberdade por No.

A matriz de rigidez para o elemento de viga apresentado na Figura 2.3 ¢ dada por:
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0

12EI,

L3
6EI,
L2

0
6E1

2EI,
L

- 0 0
L

12EI,  6EI,

O

6EI, 2EI,

I’ L

EA 0 0
L

12EI, 6EI,

r I’

6EI,  4EI,

L’ L

E a matriz de massa consistente do elemento é

[M.]

pAL

" 420

(140
0
0
70
0
0

0
156
-22L
0
54
13L

0 70 0 0

-22L 0 54 13L
41> 0 -—13L -3I?
0 140 0 0
-13L 0 156 22L
-3 0 22L 4L’

(2.18)

(2.19)

A matriz de massa concentrada do elemento de viga, considerando o método HRZ

proposto por (Hinton et al (1976), Surama et al (1978)) para concentrar os graus de

liberdade, ¢ dada por:

S O o o o =

—_

[ = -]
(=]

S O

(=]

- o o O O

o
(%)
©|“Noo o o o

(2.20)

O procedimento completo para a determinagdo completa da matriz de rigidez e

massa do elemento do elemento pode ser encontrados com detalhes em (Bathe, 1996,

Cook and Malkus, 1992, Bismarck, 1993).

As matrizes de rigidez e massa dos elementos obtidas nas equacgdes anteriores

sdo obtidas no sistema de eixos locais (x’y’). A transformacdo do sistema local para o

sistema global ¢ obtida pela transformag¢do indicada abaixo. Considere a transformacao

para o vetor de deslocamentos ¢ o vetor de forgas.
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d'=Td entio r=T'r'
Onde,
d’: vetor dos deslocamentos nodais dados no sistema xy’;
r’: vetor das cargas nodais dado no sistema xy’.

Tem-se:
kd=r=T"r'=T"k,d'=T"k, Td

De onde tem que:
k,=T"k', T

Da mesma forma, a matriz de massa do elemento nos eixos globais ¢ dada por:
m,=T"m',T

Onde [T] ¢ a matriz de rotagao dada por:

L
T1=1o R

e a submatriz R ¢ dada por

cos@ —sin@ O
R=|sin®@ cos® Ole 0
0 0 1

Il
S O O
S O O
S O O

2.3.2 - ESTRUTURAS DE PLACAS SANDUICHE

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Estruturas de placas sanduiche sdo painéis constituidos por trés camadas. Estas

camadas sdao duas camadas externas que sdo chamadas de faces e uma interna (nucleo),

ver Figura 2.4.
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Fig. 2.4 — Painel Sanduiche.

Para a analise de elementos finitos serd utilizado o elemento triangular de 6 nds,
conhecido como AST6, (Figura, 2.5) para a modelagem da estrutura de placa sanduiche.
O elemento possui trés nds em cada vértice e outros trés nds no ponto médio de cada
lado do triangulo. Esse elemento foi desenvolvido para estudo de estrutura de placa
ortotropica (Sze, 1997) e atualmente uma extensdo desse estudo estd sendo feita para
placas e cascas laminadas (Goto, 2000). A formulacdo do elemento ¢ baseada na teoria
de Reissner-Mindlin (Reissner, 1945; Mindlin, 1951). A formulagdo do elemento ¢ tal
que as matrizes de rigidez e massa sdo geradas explicitamente, ndo necessitando de
aproximagoes e integragdes numéricas para a obtencdo das mesmas. O procedimento
para a determinagdo da matriz de rigidez do elemento pode ser encontrado nos trabalhos

de Rosa (1999) e Goto (2000).
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¥

Fig. 2.5 — Elemento Finito AST6 em desenvolvimento.

2.3.4 — ENERGIA DE DEFORMACAO DA PLACA

Para a obtencdo da matriz de rigidez do elemento AST6, considerou-se a
expressao da energia de deformacao de uma placa, apresentada na Figura 2.6, referida a
um sistema de coordenadas cartesiananas X,y,z, onde x e y situam-se na superficie
média da placa. As componentes de deslocamento nas diregdes dos eixos coordenados,
de um ponto qualquer da placa, sdo dadas por u, v, e w. Na teoria de placas de Reissner-
Mindlin tem-se que:

e Uma reta perpendicular a superficie média da placa, apos a deformagdo,

permanece reta ou seja y,, € v,, independem de z. Essa reta ndo varia de comprimento

(e, =0), porém ndo necessariamente permanece perpendicular a superficie média.

Com a deformacdo, a normal da superficie média da placa indeformada sofre as
rotacdes Bx € By nos planos x-z e y-z, respectivamente, como indicado na Figura 2.4.
Supondo B e By pequenos e g,=0, tem-se que,

u=u(x,y)+z0,.(x,y) (2.28)

v=v(x,y)+zB,(x,y) (2.29)
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w = Ww(X,y) (2.30)

=W

superice média

Fig. 2.6 — Eixos, componentes de deslocamanto e rotagdao da supeficie média.

2.3.4.1 - RELACAO DEFORMACAO DESLOCAMENTO

Para pequenas deformacodes e rotagdes, a relagao deformagao-deslocamento pode

ser escrita como

g, =u, +2zB,, (2.31)
g, =v, +2zB (2.32)
Vi =Wy +V +2(B,, +PBy ) (2.33)
Ve = Wi B, (2.34)
Yy =W, +B, (2.35)

sendo ¢,=0. Em forma matricial,

g " k

X 8){ X
{ef=1¢e, =18," (+21k, p={e"}+2{x} (2.36)
Yy 'nym kxy

48



YXZ WX +BX
- - 2.37
" {y} {W B} (2.37)

onde
m
Ex u’x Ky Bx,x
m m
e =de =1 v, ! wa=le, =1 B, (2.38)
’Yxmy u,x —+ V,y ny Bx,y +By,x

2.3.4.2 — AS EQUACOES CONSTITUTIVAS

Nas equagdes constitutivas, a teoria considera que o, ¢ desprezivel face a o, e
c,. Portanto, para uma placa ortotropica, eldstica linear, constituida de n 1dminas, séo

validas as seguintes relagdes para uma lamina genérica,

GX 8)6
o, [=10,} 5, (2:39)
Xy ny
Onde:
I E, Eyvy 0_
I-viv, 1-vv,
[0,1=| 22 _E2 (2.40)
I-viv, 1-vv,
0 0 G,
sz ’Y)CZ
=[G 2.41
{} []{Yﬂ} (2.41)
Onde:
G13 :|
[G]= 2.42
{ . (2.42)

onde na Equacao (2.40), E; e v; sdo o mdédulo de Young e o coeficiente de Poison
associados a direcdo 1, respectivamente. Na Equacdo (2.42), Gj; ¢ o modulo de
cisalhamento no plano ij. Considerando o caso geral em que os eixos de ortotropia ndo

coincidem com o eixo da placa, Figura 2.7, tem-se que,
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Fig. 2.7 — Diregoes de ortotropia definidas pelos eixos x; € x;.

{e'y =[T I{e} ' =111y} (2.43)
Onde:
cos’ 0 sin’ sinfcos
[T,]= sin’0 cos? 0 —5inB cos O (2.44)
—2sin®cos® 2sinbcos® cos’ O—sin’
E,
[ cos® sind
T, = ) (2.45)
| —sin®  cos©
Para as correspondentes componentes de tensao,
c=T"c' t=T," {1} (2.46)
Dessa forma,
c=0, ¢ =Gy (2.47)
Onde:
Q,=T0,T, (2.48)
E,
G =T, GIT, (2.49)
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No caso em que 6 ¢é zero as matrizes de transformacao [T;] e [T;] sdo unitdrias e as

matrizes barras apresentadas em (2.48) e (2.49) sdo as mesmas apresentadas em (2.40) e

(2.41) respectivamente.

2.3.4.2.1 - RELACAO ESFORCO TENSAO

Da defini¢ao de esforgos tem-se que,

* w2 | 550
N, =J_h/2 G, (dz (2.50)
xy Xy
MX GX
M, L= d 2.51)
y _J.—h/z Oy (77 (2.
Mxy Txy

Qx hi2 sz
{ Q}}: [ {ryz}dz (2.52)

Embora as componentes de deformacdo sejam continuas ao longo da espessura, as
componentes de tensdo ndo sdo, em geral. A descontinuidade surge devido a mudanca
de material quando se passa de uma lamina para a outra. Conseqiientemente, as

integracdes (2.50) a (2.52) devem ser efetuadas da seguinte forma:

N, N
N, =Y j [Q.]{e™ +zk}dz = Ae™ + Bx (2.53)
ny k=1 k
M, N
M, t= j [Q.]{e™ +zx}zdz = Be™ + Dx (2.54)
Mxy k=1 %
Q. =K y J.Zk” Gyzdz=Gy (2.55)
Qy k=1 Kk :

Numa forma compacta,

{{N}} _ {[A] [B]H{sm}} 2.56)

{M3}] LB [DI]| {x}
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0} =[G 1{r} (2.57)
Os parametros de rigidez de membrana Aj;, de flexdo D;; e de acoplamento membrana-

flexdo B;j sao dados por

ul Zk+1 —
(45,8, D) =D [0, 227 (2.58)
k=1 %k !
Ou,
Nk 1 Nk
4;=0°0 (0 —2) B, :EZQ L@ =z (2.59)
k=1 k=1
b lING 2.60
{j_EZQ G;/(ZM_Zk) ( . )

Fig. 2.8 — Placa com N laminas e o zx de cada lamida da placa.

Para o caso de uma placa sanduiche, os zx sdo indicados na Figura 2.9.
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33 h,\_ -
ZE X
I
I [ & b

Fig. 2.9 — Determinagdo dos zx para placa sanduiche.
Considerando a placa sanduiche ¢ composta por 3 camadas, como apresentada na Figura
2.9. Os coeficientes Aj;, B, Dj; em funcgdo das espessuras das faces e da colméia serdo

dados por:

3
4y = ZQW (Zrn—2) = Qm.j. [(zy —2) +(z3 - 23) + (24— 23)
k=l (2.61)

_ h,  h h, h, h Cheo -
=0 T+ G rhp))+ )+ (S =2 N=0 Gy +he i)

1< - 1
By=22.0,,( ) =20 [z -2+ (25 - 23)+ (2 -7
k=1
Ly e fe b)) he ke r(ein 2 he =0 oo
=20 (= +h) )+ (== D+ (k) =) =

1<n -
Dy=320, (1, ~2)=

oy

N CEESIEEE IR

3 h3 3

Lo ol e sy, (e hey B 3_£
30, [t ) )+ Gt =)+ (4 h )" =) (2.63)

_ h h
0 _[(7“+hf2)3+(70+hﬂ)3]

Observe que B;=0 se a placa for simétrica em relacdo a superficie média. Os parametros

de rigidez ao cisalhamento transversal Gy;; sdo dados por:
N ook N
Gy =KZJ' G dz=KY Gu (240 -2) (2.64)
k=1"7k k=1

Da mesma forma que os coeficientes Ajj, os coeficientes Gy;; sdo dados por
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N _ -
Gyy :KzGri/k(Z/m —2;)=KGrjl(zy —2)) + (23 —25) + (24 = 23)]
k=1

~ hC hC hC hC hC hC
=K G [(—7+ (7+ hp))+ (?4'7) + (?‘* hyy —?)] (2.65)
=K Guj(hyy+h,+h )

Para placas homogéneas e isotropica ao longo da espessura o fator K pode ser tomado
igual a 5/6, para placas laminadas deve-se fazer um estudo para calcular uma melhor

valor para a constante K (Chun e Dong, 1992) e (Dong e Chun, 1992).
2.3.4.2.2 - ENERGIA DE DEFORMACAO

Considere agora a expressdo para a energia de deformacdo de um corpo

tridimensional, elastico linear,

U I%J‘”‘(GXSX +oe,+0,8, +1 +1.,7,+7T )dzdxdy (2.66)

nyxy yzsz
onde o;e t; sdo as componentes de tensdo associadas as diregdes i e j. Aplicando a

hipotese de que e €,=0, conforme a teoria de Reissner-Mindlin, e colocando na forma

matricial, separando os termos de flexao e cisalhamento tem-se

U= %m'({c 1T ge}+ {1} {y})dzdxdy (2.67)
Substituindo as equagdes (2.36) , (2.39) na Equagao (2.67) tem-se

U= [[[ e 20710, 100+ 20 + 171G,y (2.68)

Fazendo a integracdo da Equacado (2.68) em z de —h/2 a +h/2, tem-se

U= [H({s’”}ﬂx}){m [O]i|({8m}+{K})T +{y}T[G1]{y}dedy (2.69)
[0] [D]

Ou seja,
U=Up+tUs+Up (2.70)

onde a energia devido a flexao é:
1 T
U, = |[ <" [D)ixjdxdy 2.71)

a energia devido ao cisalhamento transversal é:
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Lot
U, = [[ 716, iriady 2.72)

e a energia devido a membrana é:

U, = % [[emy 141" axdy (2.73)

2.3.4.3 — A PARCELA DA MATRIZ DE RIGIDEZ DEVIDO AO EFEITO DE
FLEXAO

Segundo Goto (2000), a parcela da matriz de Rigidez devido a flexdo pode ser

expressa da seguinte forma:

1 T [
[K', 1= [l P, Jfa @74)
Onde:
D [R,] D [R,] D [R,]
[Fy1=, D_[R,] D[R, 2.75)
Sim. D [R,]
E,
2 11
[R,]= 21 (2.76)
Sim 2

e a matriz [a] ¢ dada a seguir por (Rosa, 1999):
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=3y ¥, Y 0 0 0 3(xy=x,)  x,=xy x,xY ]
0 0 0 3(xy=xy)  x=xy X', =x'y -3y, Y Y’
AT AT & 0 0 0 X'y —3x/ X'y
0 0 0 X' - 3x1; X' - 3y's -y
0 0 0 0 0 0 -x, -x, 3x',
T 0 0 0 x', -x', 3x', 0 0 0
R R T 0 0 0 0 ax,  —dx,
0 0 0 0 4x', —4x/, 0 0 4y,
0 0 -4y, 0 0 0 4x', 0
0 0 0 4x', 0 4(x';—x",) 0 0 -4y,
4y's -4y, 0 0 0 0 —4x', 4(x',—x',) 0
| 0 0 0 —4x/, 4(x';—x",) 0 4y, -4y, (U
2.77)

onde x’,, X’3 y’3 sdo as coordenadas dos nos dos vértices do tridngulo em relacdo ao

eixo local.

3(x5, ¥5)

1(0.0)

Fig. 2.10 - Sistema de coordenadas locais

Dessa forma fica definida explicitamente a parcela de rigidez devido a flexdo no sistema

de eixos locais. Para o calculo das rotagdes no eixo global, considere a Figura 2.11:
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Fig. 2.11 — Rotagdes do sistema de eixos xy e X’y’.

Onde ¢ ¢ o angulo entre x’e x. As rotagdes no sistema local {d’,} se relacionam com as

rotagdes no sitema global por meio de:

d’b=Rdb (278)
E7
[ [71 [0] [0] [0] [0] [O]]
[#] [0] [O] [O] [O]
R [¢] [0] [0] [O] (2.79)
[¢] [0] [O]
[¢] [O]
| Sim. [7] |
E7
tz{co‘sd) sind)}[o]:[o O} (2.80)
—sing cos¢ 0 0

Substituindo a Equacdo (2.101) em (2.94), a parcela da matriz de rigidez devido a
flexao, quando referida ao sistema global de eixos ¢ dada por:

K,=R"K',R (2.81)
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2.3.44 — A PARCELA DA MATRIZ DE RIGIDEZ DEVIDO AO EFEITO DO
CISALHAMENTO

Da mesma forma que a parcela da matriz de rigidez devido a flexdo, a parcela da

matriz de rigidez devido ao cisalhamento ¢ dada da seguinte maneira (Goto 2000).

T -T -1
(K, 1=[Fy 1 [Fy, ] [F]F,, 1 [Fy] (2.82)
Onde:
0 L _L L 0 0
l}] l]Z 141
o Su _Se _Su 82 Se
6 6 6 12 12
0 G Gy Gy Gy Gy
6 6 6 12 12
L 0 1 0 1 0
ZZl 112 152
_On 0 S Sa _Ss Se
6 6 12 6 6
Gy G Gy Co G
6 6 12 6 12
. 0 o L
Ly Iy L
_Sn o _Sa 0 Sa Su _Se
6 6 12 12 6
Cy G 0 Ca Gy Ca
[F, ]T_ 6 6 12 12 6
‘ 0 0 0 1 0 0
141
2S23 0 0 _ T4 _SJ _SA
3 3 3
2Cy 0 0 & & &
3 3 3 3
0 0 0 0 IL 0
52
0 2‘973‘ 0 _h _Ps _S763
3 3 3 3
0 265, 0 Co Gy Cq
3 3 3 3
0 0 0 0 0 _IL
63
o o 250 Sy Sa _Se
3 3 3 3
2C C C C
0 0 et P 4 =52 6
L 3 3 3 3 | (2.83)
E,
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I

’ 0 0 C,, 0 0
0 -5;, 0 0 C;, 0
0 0 -5, 0 0 C,
S S C C
A e e T T N Y 28
2 2 2 2
_i _& 0 & % 0
L 2 2 2 2 i
E,
G1 [Rs] G1 [Rs]
F1=24 ™ 2 2.85
L] { sim Gl,zz[Rs] ( )
Onde:
1/6 0 0
[R,]= 1/6 0 2.86)
sim. 1/6

Nas matrizes Fyi € Fumz 0s 1ij, Sij, Cjj, sdo os comprimentos dos lados do triangulo, os

S€Nnos € 0S COSSENosS respectivamente.

2.3.4.5 — A PARCELA DA MATRIZ DE RIGIDEZ DEVIDO AO EFEITO DE
MEMBRANA

Da mesma maneira que as duas parcelas anteriores, a parcela da matriz de
rigidez devido ao efeito de membrana ¢ da por (Goto, 2000)

sistema natural tem-se que

' _ L T '
[K', 1= . [a] [F', ][a] (2.87)
E,
4,[R,] A,[R,] A;[R,]
[F', ]= 4 A,[R,] Ay[R,] (2.88)
sim. A;[R,]
Onde:
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2 1 1
R 1= 2 1 (2.89)
sim 2

Na Equacgdo (2.3.4.5.1) tem-se

(d, =y, vy ou, vy, ouwls Vs oy vy ou's Vs ou'y V) (2.90)
Uma vez determinada todas as parcelas das matrizes de rigidez do elemento triangular
monta-se a matriz de rigidez do elemento com a colocacdo de cada termo das parcelas

na posi¢do correspondente do grau de liberdade da matriz do elemento, seguindo a

seqiiéncia do vetor deslocamento {d’} dado abaixo:

{dn" = [u'l Vi W Ba Byl e u's Ve wWe Bl Bl ] (2.91)
2.3.4.6 - MATRIZ DE MASSA DO ELEMENTO TRIANGULAR

Como foi mostrado na Equa¢do (2.13) a matriz de massa do elemento pode ser

dada por
M, = [p[NT [NV (2.92)

onde [N] ¢ a matriz que contém as fungdes de interpolagdao apresentada na Equagao

(2.10). A integral da Equacao (2.92) pode ser reescrita como

M, = [[[ PINT [Nldzdxdy

(2.93)
= p [[INY [N lddy

Com a integracao sendo feita na area do elemento no sistema de coordenadas &n tem-se

que:

~ ol pl-t T
[M,]=2Ap | [ "[NI"[NJindz (2.94)
Na Equacao (2.94) tem-se que

N
p=> p
k=1

k+1

Zy

N
dzzzpk(zk+1 —Zy) (2.95)
k=1
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Para o caso particular de placas sanduiches, supondo que o material das faces ¢ o
mesmo material da colméia, tem-se que:

k+1 —

N
p=> p"[dz=pI(
k=l

h, h h, h h h
S+ —th)+(—+—)+(—+hy ——
y T PR =) (2.96)
=p(hp +he +hey)
Da mesma maneira que para o caso das barras, essa matriz ¢ obtida em relagdo aos eixos

locais do elemento. A matriz de massa nos eixos globais é obtida através da

transformagao

(Mg 1=[R]"[M_][R] (2.97)
2.4 - DETERMINACAO DO AMORTECIMENTO NO PROBLEMA DINAMICO

Em anadlise dindmica, que se utiliza um modelo de elementos finitos, a matriz de

amortecimento do elemento pode ser determinada de maneira similar a matriz de massa

[Ce]= [ WINI"[NRV (2.98)

V,

e

O amortecimento inerente a estrutura ¢ de natureza nao viscosa, sendo dificil a
determinagdo do parametro k na Equacdo (2.98). Em geral aproxima-se o mecanismo de
amortecimento das estruturas pelo amortecimento viscoso, o que ja foi comprovado
fornecer um boa aproximagao.

Dessa forma a matriz de amortecimento C pode ser obtida da seguinte maneira
(Cook e Malkus, 1992):

C=0K+pM (2.99)
onde a e [ sdo chamados, respectivamente, as constantes de amortecimento
proporcionais a rigidez e a massa. A matriz C dada pela Equacdo (2.99) ¢ uma matriz
que permite os modos serem desacoplados pelos autovetores associados com um
autoproblema nao amortecido. Se for aplicada a transformacao modal na Equagao (2.99)

ela se transforma na seguinte Equagao:

®'CO = ad KD + D "MD (2.100)
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Dado que @ 'M® =1, ®'K® = A®*(matriz diagonal das freqiiéncias naturais) e as
componentes da diagonal da matriz de amortecimento na transformagdo modal sdo
dados por ¢, =2&.w.. Pode-se escrever:

26w, = ocwi2 +B ou ¢ =%(o¢wi +£J (2.101)

W.

Na Equacdo (2.101) sdo necessarias apenas duas freqiiéncias e suas respectivas fragoes
de amortecimento critico dessas freqliéncias para a determinagdo das constantes a e 3.
Sendo assim, tomando w; e wy e &; e & como as freqiiéncias naturais e as fragdes de
amortecimento dessas freqiiéncias, substituindo na Equagdo (2.170) e resolvendo as
equacdes obtém-se as seguintes relagdes para a. e 3.

o =2(E,w, —&w ) /(w; -w)) (2.102)

B=2w,w,(&w, —&w)/(w; -w)) (2.103)
Em andlise estrutural w; ¢ tomada como a menor freqiiéncia natural e w, ¢ tomada
como o limite da freqiiéncia de projeto da estrutura. Os valores de &; e &, dependem do
tipo de material e do nivel de tensdo. Para ago, por exemplo, & estd entre 0.5% do nivel
mais baixo de tensdo e 5% do nivel mais alto (Cook e Malkus, 1992). Em andlise
estrutural esses valores sdo tomados como uma percentagem das proprias freqiiéncias de
vibragdes consideradas nos calculos das constantes o e 3.

Como pode ser observado na Equagdo (2.99) a parcela da matriz de
amortecimento referente a matriz de rigidez oK cresce com a freqiiéncia e a parcela M

referente a matriz de massa diminui com a matriz de massa.

2.5 - METODOS DE REDUCAO DO NUMERO DE GRAUS DE LIBERDADE
DO SISTEMA

Para modelos de elementos finitos, quando se trata de andlise estatica, € possivel
realizar a andlise considerando todos os graus de liberdade da estrutura. Entretanto, na
analise dinamica, o custo computacional ¢ muito grande para obter as freqii€ncias e os
modos normais, quando se considera sistema com milhares de graus de liberdade. Dessa

forma, alguns pesquisadores desenvolveram métodos para reduzir o numero de graus de
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liberdade, de modo a tornar o custo computacional de obtencdo de solugdes dinamicas
mais barato. Dentre os métodos existentes destacam-se o Método de Guyan (Guyan,
1965), conhecido também como o método de reducdo estitica e o método IRS
(O'Callahan,1989), conhecido como método de redugdo dindmica. O Método de Guyan
considera durante o processo de reducdo somente parcelas da matriz de rigidez nas
expressOes das matrizes de rigidez e massa reduzida. Para o Método IRS, ¢ feita uma
correcdo considerando a contribui¢do da matriz de massa na expressdo da matriz de
rigidez e massa reduzida. Em ambos os métodos deve ser feita uma determinacdo
automatica dos graus de liberdades que se deseja manter livres e dos graus de liberdades
que se deseja eliminar. Para a determinagdo automatica dos graus de liberdade utiliza-se
neste trabalho, o método proposto por Henshell e Ong (1975). Nesse trabalho, os

pesquisadores consideram que os graus de liberdades a serem eliminados serdo aqueles
~ ki . .
que possuem uma a relagdo /., ~ muito grande. Isso significa que o termo referente a
ii

esse grau de liberdade ou possui uma rigidez alta, ou uma contribuicdo de massa muito
pequena, influenciando dessa forma, pouco no problema de obtenc¢do de autovalor.
Estes dois métodos de redugdo de graus de liberdade foram implementados no

presente trabalho.
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CAPITULO 3

ANALISE DE VIBRACAO ALEATORIA

3.1 - INTRODUCAO

No mundo fisico, as excitagcdes dos sistemas podem ser descritas através de um
numero finito de fatores. Se a funcdo que descreve a excitacdo de um sistema € obtida
experimentalmente, e ao se repetir o experimento varias vezes, sob as mesmas condigoes,
se obtém a mesma fungao, essa excitagdo ¢ dita deterministica. As fungdes deterministicas
sdo caracterizadas pelo fato de que o valor da func¢do pode ser obtida para qualquer instante
de tempo t.

Por outro lado, existem excitagdes que quando aplicadas a um sistema, nao ¢
possivel predizer exatamente qual € a resposta do sistema a esta excitacdo. Se um mesmo
experimento € repetido um certo numero de vezes, e se para cada evento a resposta do
sistema ¢ diferente, essa funcdo ¢ dita ser aleatéria. Nesse caso, a resposta do sistema sé
podera ser estudada em funcdo de grandezas estatisticas.

O estudo realizado neste capitulo foi baseado no trabalho de Venancio (Venancio,

1980).
3.1.1 - DEFINICAO

A variavel aleatéria ¢ aquela cujo valor ndo pode ser a priori determinado para um
especifico instante. Se o valor dessa varidvel ¢ definido com base em dados amostrais
distintos, ela é uma variavel estocastica discreta. O valor da aceleracdo do solo durante
um terremoto, o valor da aceleracdo vertical de um veiculo ao longo de um determinado
percurso, o valor da flutuagdo da pressdo sobre a asa de um avido durante um voo,
constituem exemplos de variaveis estocasticas, (Venancio, 1980).

Um processo estocastico consiste, teoricamente, num nuamero infinito de

amostragens, cada uma sendo referente a uma experiéncia isolada. Um conjunto finito de
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amostragens ¢ uma aproximag¢ao da engenharia para o conjunto infinito que constitui um
processo estocastico. Alguns exemplos de processos estocasticos sdo: aceleracao do solo
decorrente de um terremoto, altura das ondas do mar, pressao do vento, ruido produzido por
uma turbina de avido. Geralmente nesses processos a variavel independente ¢ o tempo. A
resposta de uma estrutura a uma excitagdo que € um processo estocastico €, também, um
processo estocastico em que o tempo e as coordenadas espaciais sdo as variaveis
independentes.

Seja o processo estocastico representado por um conjunto de N registros
(amostragens) da varidvel estocastica x(t): x;(t), Xa(t),......... 5 Xi()yennen. , Xn(t) (Figura 3.1).
Sejam Xij, Xaj,...e..... » Xijjs-....., Xnj 08 valores de x(t) nos instantes t; para os diversos registros
do conjunto. Definem-se agora as seguintes grandezas:

Meédia:

E(x) = L. (3.1)

Variincia ou Média Quadratica:

[x,; = EG)]” +[X5; = EQOT + .ot [x; — EQOP +.eo #[x — E(X)]?

E(x®) = N

(3.2)

Desvio Padrao:

o, =+Ex?) (3.3)
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Fig. 3.1 — Processo Estocastcio com N Registros.

Os valores E(x) e E(x?) sdo chamados de médias do conjunto. A maioria dos

processos estocasticos que interessam tém média nula. Nesses casos a Equacao (3.2) fica:

2 2 2 2
+X, " F e B X X

j Nj
34
N (3.4)

X, .
E(x*) ="

Se E(x) e E(x%) sdo independentes do tempo, isto é, se sio as mesmas para qualquer
intervalo de tempo tj, o processo estocastico ¢ dito estacionario. E importante notar que,
como todos os processos tém inicio e fim, eles ndo sdo realmente estacionarios. No entanto
0 sdao durante um tempo relativamente grande e podem para fins praticos, serem
considerados como estacionarios.

Uma vez definida as grandezas das equagdes (3.1), (3.2) e (3.3), apresentam-se
agora as seguintes médias temporais (ao longo de um tempo suficientemente longo) para o

elemento (registro) genérico do conjunto, x;(t) (omitindo-se na seqiiéncia o indice).
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X(0) = lim~ [ x(t)dt (3.5)
S—>00 S _5

RO = lim [ Ax() - (O (.6
R ded] S 75

Para processos com média nula a Equacao (3.6) fica:

OF = lim [ Ax(P dt 67
s>®© g 75

Um processo estaciondrio; no qual as médias temporais para qualquer elemento x;(t)
do conjunto sdo iguais as respectivas médias do conjunto, equagdes (3.1), (3.3) e (3.4), ¢

um processo estacionario e ergédico. Consequentemente, estes processos tem as seguintes

propriedades:

x(t) = E(x) (3.8)
E,

[x(O =BE(x*) =0, (3.9)

Para qualquer x;(t). Na seqiliéncia serao considerados apenas os processos estaciondrios e

ergodicos com média nula.

3.2 - FUNCAO DE AUTOCORRELACAO E DENSIDADE ESPECTRAL
3.2.1- FUNCAO DE AUTOCORRELACAO

A funcio de autocorrelacio da varidvel estocéstica x(t) ¢ definida como:

R (1) = E[x(t)x(t + 7)] (3.10)
Para o processo estocastico apresentado na Figura. 3.1.1 obtém-se que:

R, (1) = E[x()x(t +7)]

_ X (0%, (D + X (0%, (EF 1)+ + X (X, (E+T) + X (DX (E+7) (3.11)
N
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Supondo que o processo estocastico Ry(t) € independente de t, observa-se que o

processo dependera somente de t. Nesse caso, se 1=0 ra Equacdo (3.10) transforma-se em:

2 2 2 2
RX(O):E[XZ]: X, +X, +...I.\I+ X, F Xy (3.12)

Comparando a Equag¢do (3.12) com a Equacao (3.4) e considerando a Equacao (3.9) chega-

se que:
R (0)=0c’ (3.13)
Percebe-se que esta Equacgdo ¢ valida para processos com média nula. Se o processo

estocastico, além de ser estacionario, ¢ ergodico, tem-se (Clough, 1970):

R (1) = 1im1j+§x(t)x(t +7)dt (3.14)
§—>00 S 75

3.2.2 - FUNCAO DE DENSIDADE ESPECTRAL DE POTENCIA (PSDF)

. . L . . . s s
Seja a variavel estocastica x(t), considerada no intervalo finito _E<t<+5’

expandida em série de Fourier,

x(t) = Dlc,e™ (3.15)
1 +§ —inwot
c =- j 2x(t)e ™ dt (3.16)
572
E,
wo = 2% (3.17)
S

Notando que c,=0, pois a variavel x(t) é considerada de média nula. A variancia (ou média

quadratica), supondo a média nula, ¢ dada por:

XOF =~ [ Ax(oPd (3.18)
572
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Substituindo agora a Equagdo (3.16) na Equacdo (3.15) e esse resultado na Equacao (3.18)

tem-se:

2

xOF = Y Si

n=-—o

[ 2x(tye ™ dt (3.19)

2

— 2r — ) . ..
Levando em conta que wo =—=Aw ¢ o intervalo entre as freqiiéncias harmonicas
s

: .1 Aw <
discretas, entdo — = 2—W e a Equacdo (3.19) escreve-se como:
s i

2

Aw (3.20)

RCOF = 35

n=-—o0

j “x(t)e ™ dt

s
2

Passando ao limite (s—o; Aw =dw ) chega-se a :
s 2
[2x(ve ™ dt] tdw (3.21)

2

x(OF = [ “lim{ =

—osow | QTS

ou, considerando que [x(t)]* = GXZ na Equacdo (3.21) tem-se que:

x(OF =0, =[S (widw (3:22)

em que:
2

S. (W) = lim{—— (3.23)
R ded] 27'CS

+§ —in@o td
L x(t)e t
2

E a PSDF da variavel estocéstica x. A Equagio (3.23) indica que a integral de -oo a +oo da

PSDF fornece o quadrado do desvio padrdo da variavel estocéstica.

3.3 - RESPOSTA ESTOCASTICA PARA SISTEMA COM 1 GL

A resposta de um sistema de 1 GL a um processo estacionario e ergddico com

média nula ¢ também um processo estaciondrio e ergddico com média nula (Venancio,
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1980). A resposta em questdo fica, portanto, caracterizada pela autocorrelagdo ou pela
PSDF da resposta do sistema.

A autocorrelacdo da resposta € obtida através da autocorrelagdo da excitagdo e da
resposta a um impulso unitario do sistema; a PSDF da resposta, ¢ conhecida através da
PSDF da excitacdo e da funcdo de resposta em freqiiéncia do sistema. Conhecida a
autocorrela¢do ou a PSDF da resposta acha-se a variancia.

Nas secdes que se seguem ¢ considerada a resposta do sistema de 1 GL que ¢ o

deslocamento decorrente de uma excitacao dada.

33.1 — RELACAO ENTRE A AUTOCORRELACAO DA EXCITACAO E
AUTOCORRELACAO DA RESPOSTA

Sejam as respostas em termos de deslocamento de um sistema de 1 GL a uma

excitacao p(t), nos tempos t e t+1, expressos pela seguinte integral de covolugao:
x(t) = [ p(B,)h(t—6,)dd, (3.24)
x(t+7)= [ p(0,)h(t+17-0,)do, (3.25)

As equacdes (3.24) e (3.25), p(0;) sdo conhecidas como a integral de Duhamel, onde p(6;)
sdo as cargas aplicadas em funcdo do tempo e h(t-0) ¢ a resposta da estrutura a um impulso

unitario aplicado no instante 6

h(t-0) = ﬁe‘iw(t_msin(wd (t—90)) (3.26)

Na Equacao (3.27) m ¢ a massa do sistema, w ¢ a freqiiéncia, § ¢ a razdo de amortecimento,
wq € a freqliéncia amortecida e t € a variavel tempo. Nas integrais as variaveis correntes sao
0,e 0, e o limite inferior pode ser considerado como -0 posto que os integrandos sao nulos
para t<0; e para t+1<0, respectivamente.

Tendo em conta as equacdes (3.25) e (3.26), a autocorrelagdo de x(t) pode ser

escrita como:
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R.()=lim- jj [p@)h(e-0,)d0,] [ p(@ hr+ T-00d0, it (327)

Introduzindo agora as mudangas de varidveis u, =t—0,, (6, =t—u,; dO, =du,) e

u,=t+1t-6,,(0, =t+t—-u,; do, =du,), obtém-se:
R (1) = limlJ‘? [ [pt—u,)h(u,)du, ]U‘”p(t +1 —uz)h(uz)duz}dt (3.28)
S—)OOS —E —0 —0

Como h(u;) e h(u;) em sistemas estaveis amortecem-se rapidamente, ¢ valido mudar o

limite das duas integrais da Equagao (3.28) para +oo com o que se obtém:
R (1) = lim | & [ “Tp(t=u,)h(u,)du, U‘”p(t +1—u,)h(u,)du, }dt (3.29)
so® g - —o0 —o0
Ou, permutando a ordem do limite e das integrais,
00 00 e
R, (1) = j j h(ul)h(uz)dulduz{hm—j 2p(t—u,)p(t+1— uz)dt} (3.30)
—00 oJ—00 s g -
Todavia, da Equagdo (3.30), tem-se que:
limlj.?p(t —u)p(t+t—u,)dt =R (t+u, —u,) (3.31)
s—oo g _E

A Equacgdo (3.31) ¢ a autocorrelagdo da excitagdo. Finalmente introduzindo o resultado da
Equagdo (3.31) na Equacao (3.28) obtém-se a autocorrelagdao da resposta por:

R, =["["R,(x+u, —u,)h(u,)h(u,)du,du, (3.32)

Tendo ainda em vista que h(u;)=0 para u;<0 e h(uy)=0 para u,<0 a Equacdo (3.32)

transforma-se em:
R, (1)= J:) IO R (t+u, —u,)h(u,)h(u,)du,du, (3.33)

A Equagdo (3.33) consiste da analise da resposta estocastica no dominio do tempo para o

sistema de 1 grau de liberdade.
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3.3.2 - RELACAO ENTRE A PSDF DA EXCITACAO E PSDF DA RESPOSTA

Seja a autocorrelacdo da resposta escrita como a transformada de Fourier na

Equacao que segue,
R (W)= I hm gx(t)x(t+t)dt e T dr (3.34)
2

A Equacao (3.34) pode, alternativamente, ser escrita como:

in(v'v) ~lim— j 2dt j Ix(Ox(t+ 1)k dr (3.35)
271 s 2118 > -
Fazendo a mudanca de variavel 6=t+t (d0=dt, t=0-t) a Equacdo.(3.35) fica:

1 — N W [T —iwo
—R (W) = lim— j 2x(t)e' ™ dt j x(0)""°do (3.36)
271 s 2118 > t*E

Como a funcdo Ry(w) s6 existe quando todo o integrando das equagdes (3.36) decai

rapidamente para valores crescentes de |t|, é valido trocar os limites de integragdo da 2*

parte do integrando da Equacao (3.36) para %,—% obtendo-se entdo:

2LR (W) = lim—— Zx(t)e”’”dt_[ [x(0) *"°d0 (3.37)

s—® 2718

Agora 0, que ¢ apenas uma variavel virtual, pode ser mudada para t, notando que desta
forma, a segunda integral da Equagdo (3.37) ¢ o complexo conjugado da primeira. Como o
produto de um numero complexo pelo seu conjugado ¢ o quadrado do mddulo, obtém-se

finalmente da Equacgao (3.37):

2

1 — 1
—R _(w)=lim— 3.38
21 «(W) s>0 2118 (3:38)

j 2x(t)et™dt
2

Como o lado direito desta Equagdo ¢ S, (w) (Equagdo (3.24)), isto indica que a PSDF ¢ a

autocorrelagdo de uma varidvel estocastica estdo ligadas através das seguintes integrais de

Fourier:
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S (w) = i [TR (e dr (3.39)

R (1) = i [7s,(we ™ dw (3.40)

Em conseqiiéncia, a PSDF e a autocorrelagdo sao um par de transformadas de Fourier . As
equacdes (3.39) e (3.40) sdo chamadas de equagdes de Wisner-Khinchin.
Introduz-se agora na Equacao (3.39) Ry(t) dada pela Equagao (3.40) obtendo-se:

~+00

S _(w) =ij:“0 ["R,(x+y, —uz)h(ul)h(uz)dulduz}e-i”dr (3.41)
Efetuando na Equa¢do (3.41) a mudanga de varidveis 6O=1t+u, —u,,
(6,=t—u;; d6, =du,)(t=0+u, —u,; dr=d06) chega-se a:

S (w) =L1im“”h(ul)eiW“'dulrs h(u,)e ™" duz.[MRp(G)e"iwede} (3.42)

2 50| J0 0 0

Como h(u;)=0 para u;<0 e, analogamente, h(uy)=0 para u,<0, o limite inferior da 1* ¢ 2*

integral pode ser mudado para —s obtendo-se entao:

S_(w)= D:"h(u1 Je " du, [ “h(u,)e " du, Linggjflzp 0k °do  (3.43)

Na Equacio (3.43) a primeira integral e a funcio de resposta a freqiiéncia H(w) e a
segunda integral representa o seu complexo conjugado H* (w). Por outro lado, a terceira

parcela da Equacdo (3.43) ¢ a PSDF da excitacao Sp(v@). Desta forma a Equagao (3.43)
fica:
S, (W) =H(W)H*(wW)S, (W) (3.44)

Como o produto de um complexo pelo seu conjugado ¢ o modulo do complexo ao

quadrado, a Equagao (3.44) pode ser escrita como:

S, (W) =[H(w) > S (w) (3.45)
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Isto ¢, a PSDF da resposta ¢ igual a PSDF da excitagdo multiplicada pelo quadrado do

moédulo da resposta em freqiiéncia.
3.3.3 - ANALISE DA PSDF DA RESPOSTA

Na secdo 3.3.1 foi obtida a expressdo que fornece a autocorrelacdo da resposta em
funcdo da autocorrelagdo da excitagdo, Equacdo (3.10) e na secdo 3.3.2 chegou-se a
expressao para a PSDF da resposta em funcao da PSDF da excitag¢do, Equacao (3.21).

Com a autocorrelacdo obtém-se a variancia da resposta. Pela Equacdo (3.4) tem-se
que:

o =R _(0) (3.46)

Analogamente pode-se obter a varidncia da resposta

ol = [ THW)| S, (Wdw =["|HwW)| S, (w)dw (3.47)

Com a variancia da resposta o desvio padrdo do sistema ¢ obtido como a raiz quadrada da
Equacdo (3.47). Em sistema submetido a carregamentos aleatorio, uma vez obtido a média
¢ o desvio padrao da resposta do sistema pode-se definir a fun¢do de densidade de
probabilidade do sistema da resposta do sistema.

Seja a funcdo de densidade de probabilidade dada como uma distribui¢do gaussiana

por:

p(x;) = e (3.48)

2no,

A Equagao (3.48) ¢ fungdo do desvio padrdo, da média do sistema e da variavel que
representa a resposta do sistema estocastico. Representado o grafico da Equacao (3.48) em
fungdo da variavel x, a curva gerada ¢ a que segue na Figura 3.2. Nessa curva, 0 maximo

valor apresenta-se para o valor da variavel igual ao valor médio.
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Para os problemas estudados nessa proposta o sistema possui média nula, dessa forma a

Equacao (3.48) se reduz a

_ (Xi i }
! e{ o (3.49)

p(Xi) = \/%GM

e a curva de distribuicdo gaussiana apresentada na Figura (3.2) passa a ser a apresentada na

Figura 3.3.

4

v

0 X X

Fig. 3.2 — Fun¢ao de Densidade de Probabilidade.
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v

x=0 X
Fig. 3.3 — Func¢ao de Densidade de Probabilidade com média nula.
Com a fungdo densidade de probabilidade apresentada na Equacao (3.49) e representada na
Figura (3.3), define-se a funcdo de probabilidade como a fungdo que fornece a

probabilidade da variavel x estar entre um determinado valor x;<x< x;+dx que ¢ dada por

X +dx
Pr(x, <x <x,+dx) = Ip(x)dx (3.50)

Ou seja, a Equacao (3.50) representa a area sob a curva representada na Figura (3.4) que
segue. Se os limites inferior e superior da Equacao (3.50) forem extendidos para -oo e +oo a
area sob a curva sera igual a 1. Ou seja a probabilidade da variavel assumir qualquer valor

nesse intervalo € de 100%.
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Arda=1

v

<_o S x,tdx
= X

Fig. 3.4 — Probabilidade da variavel x esta entre x; e x;+dx.

3.3.4 — EXEMPLO DE SISTEMA DE 1 GL EXCITADO COM UM RUIDO
BRANCO

Um ruido branco ¢ uma excitacdo completamente aleatoria, isto €, dela
participam, igualmente todas as freqiiéncias de -0 a +00. A PSDF de um ruido branco ¢,

portanto, constante sendo dada por:
S, W)=S, (-00<Ww < +»); (3.51)
S, (W)=2S;, (0<w <+0). (3.52)

Nestas equacdes S,é um valor constante; a Equacdo (3.51) corresponde a definicio

bilateral e a Equagao (3.52), a unilateral.
Da Equacao (3.47) a variancia da resposta do sistema a uma ruido branco, tendo em

vista que S, é constante, é:

2
s> =25, jo”"| H(w) | dw (3.53)
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A integral da Equacdo (3.53) pode ser avaliada numericamente. No presente trabalho
utiliza-se o Método de Newton-Cotes utilizando-se 4 pontos de integragdo. Maiores
detalhes sobre o método podem ser encontrados em Bathe (Bathe, 1982).

Seja um sistema com 1 grau de liberdade representado pela Figura 3.5 submetido a uma

excitacdo cuja PSDF ¢ dada pela Figura 3.6, onde tem-se que:

k
A
S R
1
2] %

()

Fig. 3.5 — Sistema de 1 GL.

s e A

1
28

P

0.80 1.20w _.-
W
Fig. 3.6 — PSDF do sistema excitado.
S, (W) =28, para 0.80w < w <1.20w (3.54)
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S, (w)=0 para 0 < w < 0.80w

e 1.20w < W < +00
_ +o0 — 2 —
o’ =2spj0 | H(w)| dw

A resposta em termos de deslocamento ¢ dada pela Equacao (3.54).
Para célculo da integral tem-se que:

(3.55)
H(w) =+ !
~k (1-B)+(2iEp)

Logo

(3.56)
| H(w) =

1
Sendo,

(3.57)
K> (1-B%)> +(26p)°

B=

w
\%%

(3.58)
= w=pw =dw=wdp

o> =28

X

1

— d
"k s (1- %)% + (26B)? P
Uma vez que k = w’m, tem-se:

Como foi visto, S, (w)=2S,, para 0.80w < w < 1.20w, e para os demais intervalos ela ¢

(3.59)
nula. Com a mudanca de variavel na integral dada anteriormente tem-se
1.20
=28

_ 1 1.20 1
2
o. =28

X PW3 2-[0

(3.60)
d
(1=’ +(28p)* P
Considerando um amortecimento £=0.05, a integral terd a seguinte configuragao:
_ 1 1.20 1

2
o, =285

X p w3m2 J.O

(3.61)
80 (1+[3“)—1.99BZdB

Logo:

(3.62)
o, =2x13.3 S

Sp
=26.6
w’m’

cuja avaliagdo numérica segue no fim do exercicio utilizando o Método de Newton Cotes.

2
w’m

(3.63)

80



Considerando que m=1 kg, w=2.5 Hz, ¢ S, = 0.2, tem-se que o valor do desvio padrdo sera

s, =0.11314 (3.64)

Cuja distribuigdo Gaussiana ¢ representada na Figura 3.7.

p(x)

Fig. 3.7 —Func¢ao de Densidade de Probabilidade do Sistema da Figura 3.4.

Para o sistema acima, por exemplo, a probabilidade do deslocamento horizontal do sistema

ser maior que 0.05 cm ¢ dada por:

© © ~39.0625x>
Pr(0.05 < X < o0) = j p(x)dx = j 625 dx = 0.3293 = 32.93% (3.65)

0.05 0.05 \/E

No caso a chance do deslocamento ultrapassar o valor de 0.05 cm ¢ de 32.93%.
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3.4 — ANALISE DA RESPOSTA DE SISTEMA DE VARIOS GL
3.4.1 —- ANALISE NO DOMINIO DO TEMPO

Seja a resposta xj(t) de um sistema de varios GL ( por exemplo x; pode ser
deslocamento nodal, esforgo solicitante, etc.).
A analise modal fornece que, dado vetor de cargas atuantes no sistema, a resposta

pode ser obtida por:
x;(t) = ¢; Y(1) (3.66)
Onde:
¢, : matriz linha que do modo normal referente ao grau de liberdade i do sistema

xj(t): matriz coluna das coordenadas generalizadas ou coordenadas modais
(dependente do tempo) associadas a cada modo normal.

Y(t): integral de Duhamel ou convolugao.

Y(®) = h(t-1)P(r)dy (3.67)
Sendo,
P(t) - a matriz coluna das cargas generalizadas associadas aos modos normais;

h(t—1) - a matriz diagonal das respostas a um impulso unitdrio associados aos

modos normais.

Para o modo j tem-se que:

h(t—1)= ML e " Usin(w  (t - 1)) (3.68)

Wi
Onde:
1/2
Wya =W, (1 —-&, )
O indice j est4 indicando que as grandezas sao relativas ao modo j.

Seja agora a autocorrelacao de x;:

82



B

R, (1)= lim * [x(Ox; (t+ e (3.69)
! s—0 g s
2

Introduz-se nesta Equagao a Equagao (3.):

X,(0)=0, Y(1) =¢; [ h(t-0,)P(6,)do, (3.70)

X,(t+1) =6, Y(O) =¢, [ _h(t+1-0,)P(0,)do, (3.71)

Substituindo as equagdes (3.70) e (3.71) na Equagao (3.69) obtém-se que

R, (1)= ggi j¢{£ﬂl}(t—GI)IN’(GI)F(GZ)}}(Hr—ez)deldez}q)fdt (3.72)
2

Efetuando a mudanga de variaveis:

w=t-01; du;=d06;; 0,=t-u;

Uy=t+1-0,; du;=d0,; 0,=t+t-uy;
Obtém-se:

R, (1)= ggl j¢{j:j:t}(ul)13(t—ul)lj‘(t+r—u2)p(u2)duldu2}¢fdt (3.73)
Notando que os limites superiores das integrais sio mudados para o tendo em vista que

para sistemas estaveis, h(u,)eh(u,) se amortecem rapidamente.

Mudando agora as posi¢des do limite das integrais e das diferenciais obtém-se:
o o 1
R, (1) =0, jo L h(u,) hm—jP(t—ul)P‘(tH—uz)dt h(u,)du,du, t¢,"  (3.74)
! ~ s g o~ ~ ~
2
O limite entre colchetes (que ¢ uma matriz quadrada) ¢ a matriz das correlagcdes cruzadas

das cargas generalizadas dadas por:
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S

S—0 S

2
limlIP(t—ul)P‘(t+t—u2)dt:R (t+u,—u,) (3.75)
s ~ ~ P
2
Notando a analogia com a expressdo correspondente da se¢do 3.2, com a Equacado (3.75),

finalmente tem-se que:

R, =4/ [ [ )R (+u, -u)hu,)dudu, o) (3.76)

A matriz entre colchetes da Equacdo (3.4.1.11) ¢ a matriz das correlagdes cruzadas das

coordenadas modais,
J.O J; l}(ul)l}p (t+u, —u,)h(u,)du,du, = I}Y (7) (3.77)
Logo, a autocorrelacao de x; fica como:
R, ()=¢,R (09, (3.78)
! ~Y

Para os sistemas correntes de engenharia estrutural, que sdo fracamente

amortecidos, a matriz R (1) pode, com boa aproximagdo, ser tomada como uma matriz
~Y

diagonal. Isto corresponde a ndo se considerar a interacdo entre as respostas modais.

Considerando agora que R (1) ¢ diagonal e fazendo t=0 na Equagdo (3.79), obtém-se:
~Y

Gii :csi“ +cs§iz +cs§‘3 +... (3.79)
sendoc; a varidncia da resposta X; € o} .o, .o ... as varidncias das respostas modais de

X; nos modos 1,2,3,....
3.4.2 - ANALISE NO DOMINIO DA FREQUENCIA

A PSDF da resposta xi(t) pode ser escrita como a transformada de Fourier da

autocorrelacao de x(t) (Clough, 1975)

1+ —iwt
Sy, = g J:OC R, (De " dr (3.80)
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Substitui-se agora nesta Equagéo R, (v)pela Equagéo (3.80) e chega-se a:

| e o o T| —iwz
S, :;J._oc{q)i“o IO }}(ul)gp(r+u1 —uz)}}(uz)duldU2:|¢i }e dr (3.81)

1 o [T +T e (T
Sy, =%¢j{%gﬂo l}(ul)dulj_Tl}p(t+u1 —u,)e er.OlNl(uz)duz}}(l)jT (3.82)

Como h(u;)=0 e h(uy)=0 para u;<0 e u,<0, respectivamente, os limites interiores da 1* ¢ 3%
integrais podem ser substituidos por —T. Além disto, ¢ feita a mudanga de varidveis como:
Y ="14u,—u,; dt=dy; t=y-u,+u,

Desta forma a expressao anterior fica:

] T—o0)

1 . T —iwu +T —-iw T —iwu
sx,zz—nq)j{llm“_Tl}(ul)e lduII_Tl}p(y)e vdyI_le(uz)e Zduz}}d)jT (3.83)

Por outro lado, tendo em vista a Equacao (3.83), pode-se escrever que:

. T —iwu o
lim .[_le(ul)e ‘du, = H(w) (3.84)
lim " h(u,)e " du, = H(w) (3.85)

Nestas equagdes H(w) ¢ a matriz diagonal das funcdes de resposta em freqiiéncia
associadas aos modos normais e H(w) é a matriz cujos elementos sdo os conjugados dos

elementos de H(v_v). Para o modo j tem-se:

1 1
kj (1-B;)+(2ig;8))

H,(w) = (3.86)

Sendo B, = i; k; ¢ a rigidez generalizada de modo j dada por ki=M;w;’, e M, w; e &; sdo
Ty VLW j» Wj € Gj
j

respectivamente, a massa generalizada, a freqiiéncia e o amortecimento do modo j.

Define-se ainda,
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lim [ R (y)e ™ dy=S (w) (3.87)
Toowd-T ~ p ~p

Na Equagdo (3.87), S (w) é a matriz das PSDF cruzadas das cargas generalizadas relativas
~P

aos modos normais. Finalmente introduzindo as equagdes (3.84), (3.95) e (3.86) na

Equacdo (3.83) tem-se:

S (=9 {Iﬁ(w)gp<€v)gl(w>}¢ t (3.88)
i _] 1

J
Para sistemas estruturais com pequenos amortecimentos, a matriz entre chaves da expressao
anterior pode com boa aproximacgao, ser considerada diagonal, o que eqiiivale a ndo ser

considerada a interagdo entre as respostas modais. Desta maneira:
S W)=Y B2H WS (W) (3.88)
T A ~ Py

Sendo,

[H ()= [+ (48 - 23 +B1T" (3.89)

]

Onde, k; ¢ a rigidez generalizada.

343 - CALCULO DAS CORRELACOES E PSDF DAS CARGAS
GENERALIZADAS

Da analise modal tem-se que dado o vetor de cargas atuantes no sistema, o vetor das

cargas generalizadas ¢ dado por:
P()=9" p(2) (3.90)

Sendo,

p(t) - a matriz das cargas nodais aplicadas varidveis com o tempo;

T . .
¢ - a matriz dos modos normais;
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P(t) - a matriz das cargas modais generalizadas.

Tendo em vista a definicao anterior, a PSDF das cargas generalizadas em fungao

das cargas modais ¢ dada por:

§P(v‘v)=¢T §p(v‘v)43 (3.91)

344 - FUNCOES DE DENSIDADE ESPECTRAL DE POTENCIA E
AUTOCORRELACAO PARA DERIVADAS DE PROCESSOS

Quando as fungdes de densidade espectral e autocorrelagao para a variavel aleatoria

x(t) sdo conhecidas, as fun¢des de densidade espectral e autocorrelagdo das derivadas da

variavel aleatoria (X(t), )uc(t)) podem ser facilmente obtidas. Para ilustrar o métodos
considere a fungdo de autocorrelagdo para x(t) na forma basica, que é:

R, (7) = E[x(t)x(t +1)] (3.92)
Diferenciando a Equagao (3.4.4.1) em relagdo a T tem-se

dR, (v) _

2 B[x(t) x(t+7T)] (3.93)
dt

R,'(1)=
Como o processo x(t) € estacionario, a Equagado (3.92) pode ser expressa na forma

R,'(t) = E[x(t - 1) x(1)] (3.94)

Diferenciando uma vez mais em relagao a t, tem-se

R, "(1) = —E[x(t— 1) x(t)] = —E[x(t) x(t + T)] (3.95)

Dessa forma a média na Equacao (3.95) é por definicdo a fungdo de autocorrelagdo para

X(t) , que € representada da seguinte maneira.

R (1)=-R, (1) (3.96)

Diferenciando duas vezes mais em relagdao a T mostra-se que
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R_(t)=-R'(t)=R"(1) (3.97)

Por outro lado a funcao de autocorrelagdo pode ser expressa na forma integral como

R, ()= [S, (w)e"Pdw (3.98)
R.(0)= IS,(\;v)e(iV_”)d\;v (3.99)
R (1)=[S (W dw (3.100)

Substituindo a Equagao (3.98) nas equagoes (3.99) e (3.100) tem-se que

2

R ()= [w S, (we dw (3.101)

4

R ()= [w S, (we dw (3.102)

Comparando as equagdes (3.101) e (3.102) com (3.99) e (3.100) tem-se que:

2 4

S (W)=w S.(W) eS.(W=w S_(w) (3.103)
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CAPITULO 4

FUNDAMENTOS DE PROGRAMACAO MATEMATICA

4.1 - INTRODUCAO AOS PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Em um projeto estrutural existem trés tipos de problemas de otimizacao:
otimizagdo de dimensdes, de forma ou de topologia. Com a solugdo de um problema de
otimizacdo de dimensdes obtém-se, por exemplo, a espessura 6tima de uma placa, ou as
dimensdes Otimas da secdo transversal de uma estrutura reticulada. Na otimizacdo de
forma, a posi¢cdo dos contornos externos e internos da estrutura sao as variaveis a serem
definidas. Na otimizagdo topologica, o problema ¢ definido em fungdo das varidveis
topoldgicas (mddulo de elasticidade, massa especifica do material, etc.). A solucao
desse problema pode ser a extragdo material do interior da estrutura formando uma nova
topologia. Idealmente, utilizando uma combinacdo desses trés processos de otimizacao
chegar-se-ia ao projeto ideal.

Este trabalho apresenta uma formulacdo para minimizar a massa estrutural de
estruturas reticuladas (poérticos e trelicas) e de placas sanduiche, quando submetidas a
vibragdes aleatorias. Estudos envolvendo a formulagdo que serd apresentada ainda nao
foi publicado na literatura especializada.

Em problemas tipicos de engenharia, pode-se obter varias, ou possivelmente,
infinitas; solugdes. Num problema de otimizagdo deseja-se maximizar ou minimizar
uma funcdo, a qual denominamos Fung¢ao-Objetivo. Isto deve ser realizado através da
determinagdo dos valores de certas variaveis, variaveis de projeto, que sdo os
parametros escolhidos para descrever um sistema. Na maioria dos problemas
encontram-se restri¢cdes para que o projeto seja admissivel ou viavel, devido as leis
fisicas da natureza, leis politicas, limitagdes de orcamento e a muitos outros fatores. O
problema descrito no pardgrafo acima pode ser formulado sucintamente da seguinte

maneira:
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{Fungéo a maximizar ou minimizaaH [Fung:a”o-Objetivo]

‘ Pela manipulacédo adequada da

. . — > [ Variaveis ]
caracteristicas do problema

[ Submetido a limitagdes jH[ Restri¢oes ]

Para a resolucdo matematica de tais problemas ¢ necessario coloca-lo numa

forma simbolica, como apresentado abaixo:

Max/Min Funcdo-objetivo: f(x)

Vetor das variaveis: x e R"

Restricoes: h, (x)=0 kel=(l,..,q) 4.1
g, (x)<0 1e D=(1,.., m)
Xjj < Xj < Xy j=1,.,n

Sendo R o conjunto das possiveis solugdes, espaco de projeto, f(x) ¢ a fungao
objetivo, onde x € R" é o vetor de n variaveis do problema de dimensionamento. A
funcao-objetivo ¢ uma fun¢do que define a qualidade desejada da solugdo x, no espago
de dimensdo n. h, (x) sdo as q restrigdes de igualdade, g;(x) sdo as m restri¢des de
desigualdade que limitam ou subdividem o espago da solucdo e as tltimas restri¢des sao
chamadas de restricdes laterais, onde n representa o nimero de varidveis primarias no
contexto deste trabalho. Qualquer ponto x que satisfaca todas as restrigdes ¢ um ponto
admissivel ou viavel e o conjunto de todos estes pontos formam a regido admissivel ou
viavel Z. As fung¢des de restri¢ao limitam e subdividem o espago de solugdo Z.

As fungdes f(x), h, (x) e g;(x) dependem de algumas ou de todas as variaveis. O
numero de restri¢des de igualdade independentes deve ser menor ou igual ao nimero de
variaveis. Quando ocorre o inverso, tem-se um sistema de equagdes indeterminado,
onde ha uma formulacdo inconsistente ou algumas restricoes de igualdade sdo

redundante, i.e., linearmente dependentes de outras restri¢des.
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Uma restrigdo de desigualdade, g;(x) < 0, divide o espago de projeto, R",
definindo uma fronteira. Se o ponto x*, solu¢do do problema, estd sobre a fronteira,

entdo a restri¢ao ¢ dita ativa; caso contrario; inativa, (Figura 4.1).

Fig. 4.1 Restri¢oes ativas (g2(x) e g3(x)) e inativa (g1(x))

f(x): funcdo-objetivo; Z: Regido admissivel; x*: Ponto de minimo.

Para facilidade de exposi¢cdo, todas as restricoes de desigualdade devem ser
escritas na forma "< 0". Portanto, as restricdes do tipo “>” podem ser transformadas em
“<” através da multiplicagdo por -1. Também neste trabalho so seré tratado o problema
de minimizacdo, assim sendo o mesmo deve ser feito com a fungdo-objetivo,
multiplicag¢@o por -1, para transformar um problema de maximiza¢do em um problema
de minimizacao.

Supde-se que as restrigdes sejam continuas e, preferencialmente, em R". Se a
regido ¢ limitada, entdo existe pelo menos uma solucdo para o problema; caso contrario,
o problema pode ser ilimitado (f o), i.e. ndo ter solu¢do Otima. Também ndo ha
solug@o no caso em que o conjunto de restrigdes € inconsistente, isto ¢ Z=C (Espago de

projeto vazio).

4.2 - DIMENSIONAMENTO OTIMO
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O projeto de um sistema ¢ o processo no qual se determinam as configuracoes e
dimensdes das suas diferentes partes. Inicialmente o projetista estima as dimensdes do
projeto, projeto inicial, ¢ o analista verifica se esse projeto atende a todas as
especificagdes. Se alguma restricao estiver violada, o dimensionamento ¢ modificado,
novamente analisado e, assim sucessivamente, até que se obtenha um projeto aceitavel.
Portanto, este ¢ um processo de tentativa e erro.

Pode-se observar, na Figura 4.2, a diferenca entre o processo de
dimensionamento convencional e o processo automatico. O processo convencional,
geralmente de longa duragdo, pode levar, em muitos casos, a obtengdo de um resultado
ndo econdmico. Funciona bem para sistemas relativamente simples, mas para sistemas
mais complexos pode ocasionar sérios erros, muito dificeis de serem descobrertos em
sistemas de grande porte. No processo de dimensionamento automatico, o projetista
deve identificar o conjunto de varidveis, a funcdo a ser minimizada e as fungdes de
restricao do sistema. Esta rigorosa formulagdo dos problemas de dimensionamento deve
levar a um modelo matematico que descreva, o mais proximo possivel, o sistema fisico
real, ajudando o projetista a obter uma melhor compreensao do problema a otimizar. A
formulag¢do do problema ¢ de suma importancia na solu¢do encontrada, pois nenhuma
solucao serd mais “6tima” do que a sua formulagao permite. As alteracdes no processo
de dimensionamento 6timo sdo feitas de maneira automatica, baseadas em informagdes

sobre o comportamento do projeto obtida ao longo do processo de otimizagao.
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Conjunto de dados que Conjunto de dados que
descrevemo sisterma descrevemo sisterma
Definicio das Definicio das

dimensdes iniciais dimensodes  1niciais

4_ '

— | Andlise do sistema

! !

Verificagdo dos
critérios de projeto

Si
O resultado é satisfatério?
N&o

VerificacBo das restricbes

O dimensionamento satisfaz o
critério de convergéneia?

©

Identificar:

(1)Fungao a ser dtimizada

<— (2)Vaiaeis

(3)Restrigdes

Anélise do sistema [

Moadificar as dimensdes de acordo com Moadificar as dimensoes usando
a experiéncia e normas um método de atimizagdo
(@ (b)

Fig. 4.2. Comparagao entre o processo de dimensionamento convencional (a) e 6timo

(b) (extraido de Falco, 2000).

4.3 PROCESSO DE OTIMIZACAO

A formulacdo tedrica do problema de otimiza¢do, levando em conta as

exigéncias relevantes da estrutura, deve ser feita em primeiro lugar. Em seguida, com

base no tipo e na quantidade de equagdes do problema de otimizagdo, fun¢ao objetivo e

suas restricdes de igualdade e desigualdade, ¢ selecionado o “algoritmo de

otimizacao".
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4.3.1 ANALISE ESTRUTURAL

Qualquer otimizagdo estrutural requer formula¢des matematicas que descrevam
o comportamento fisico da estrutura. Deve-se prover todas as varidveis requeridas pelas
fungdes-objetivo e pelas restricoes. O calculo estrutural ¢ realizado usando-se
procedimentos eficientes de andlise, tais como os métodos numéricos dos Elementos
Finitos, Diferengas Finitas, Método dos Elementos de Contorno ou outros métodos. Este
primeiro passo deve ser formulado cuidadosamente porque a confiabilidade dos
resultados na otimizacdo do problema depende, essencialmente, do modelo fisico-

matematico do mesmo.

43.2 -MODELO OTIMO

A formulagao de um problema de dimensionamento 6timo ¢ a primeira € a mais
importante etapa para a sua solu¢do. Uma vez formulado o problema, existem diversos
algoritmos de otimizacdo que, em conjunto com os métodos de andlise, podem ser
utilizados na sua solugdo. Na formulacdo do modelo 6timo, o engenheiro deve
considerar as condi¢des de dimensionamento, material, construgdo ¢ execugao.

Primeiramente, todas as variaveis de analise sao selecionadas. Esta escolha deve
levar em conta os seguintes aspectos: as variaveis devem descrever completamente o
problema em questdo, o nimero de varidveis deve ser mantido o menor possivel, as
variaveis devem ser tdo independentes quanto possivel umas das outras e devem

simplificar a formulagdo e a solu¢do do problema.

4.3.3 - ALGORITMO DE OTIMIZACAO

Para solucionar um problema de otimiza¢do existem diversos métodos de

programacao matematica, definido de acordo com as caracteristicas da funcao-objetivo
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e das suas restrigdes. Assim, os problemas de otimizagdo podem ser divididos em

diferentes grupos, como mostra a Tabela 4.1.

TABELA 4.1 - DIVISAO DOS PROBLEMAS DE PROGRAMACAO

MATEMATICA
Grupos f(x) h(x), g(x)
Sem Restricdo qualquer -—--
Programagdo Linear linear linear
Programagao Quadratica quadréatica linear
Programagao Nao-Linear qualquer nao-linear

4.3.3.1 - ALGORITMOS DE OTIMIZACAO SEM RESTRICAO

De acordo com a tabela acima pode-se ver que existem problemas de otimizagao
que ndo possuem restrigdes. Para essa classe de problemas existem varios métodos
desenvolvidos para a obtengdo de suas solugdes. Um tipico problema sem restrigdo ¢

apresentado na Figura 4.3.

Fig. 4.3 — Exemplo de Espac¢o de Projeto sem restrigdo.

Os métodos de otimizagdo sem restricdo sao classificados de acordo com a

ordem das derivadas utilizadas no método. Basicamente sdo classificados como:
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4.3.3.1.1 - METODOS DE ORDEM ZERO

Nestes métodos ndo sdo utilizadas informag¢des das derivadas da fungdo objetivo
ou restrigoes. Entre esses métodos destacando-se o método de Powell (Powell, 1964) e
da pesquisa Aleatdria.

O Meétodo de Powell (Powell, 1964), ¢ baseado na idéia das diregdes
conjugadas; e ¢ o0 mais famoso método de ordem zero.

O M¢étodo de Pesquisa Aleatoria, como o proprio nome diz, consiste de testar

pontos aleatoriamente no espago de projeto até que um critério de parada seja atingido.

4.3.3.1.2 - METODOS DE 12 ORDEM

Nestes métodos sdo utilizadas informagdes da primeira derivada da fungdo
objetivo. Dos métodos existentes destacam-se: Método do Maximo Declive (Stepest
Descent); Método das Diregdes Conjugadas (Fletcher e Reeves, 1964); BFGS
(Broydon, 1970), (Fletcher, 1970), (Golfard, 1970), (Shanno, 1970); ¢ DFP (Davidon
,1959). Esses dois tltimos sdo conhecidos como métdodos Métricos Varidveis.

Para o Método da Maxima Descida, a direcdo de busca ¢ tomada como negativo
do gradiente da funcdo objetivo. Foi constatado que este método fornece Otimo
resultado na primeira iteragdo, porém a convergéncia fica lenta quanto se aproxima do
ponto de 6timo, como pode ser visto no exemplo mostrado na Figura 4.4. O Método das
Dire¢des Conjugadas, da mesma forma que o da Maxima Descida, utiliza informacao da
primeira derivada, mas utiliza também informacdo da ultima dire¢cdo de busca,
melhorando a convergéncia da solugdo, como mostrado na Figura 4.5. Os M¢étodos
BFGS/DFP sao os mais importantes métodos de otimizacdo sem restricao. Esses
métodos convergem mais rapido para a solucdo, pois no decorrer do processo eles
armazenam informagdes das direcdes de pesquisas determinadas anteriormente. Sua
eficiéncia computacional se deve ao fato de que no decorrer do processo de otimizagao

¢ feito o calculo da matriz B, que ¢ uma aproximag¢ao da inversa da Hessiana.
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Fig. 4.4 — Evolugao no espago de projeto para o Método do Méaximo Declive.

Fig. 4.5 — Evolugao no Espago de Projeto para o Método das

Direc¢des Conjugadas.

4.3.3.1.3 - METODOS DE 2% ORDEM

Essa classe de método utiliza informacao das derivadas segundas, sendo o mais
conhecido o Método de Newton. Com esse método € necessario se calcular a matriz de
derivadas segundas da funcdo objetivo em relagdo as varidveis de projetos (matriz
Hessiana). A aplicabilidade desses métodos esta condicionada a existéncia da matriz das

derivadas segundas.
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Todos 0s métodos acima sdo descritos com maiores detalhes em Vanderplats

(1998).

4.3.3.1.4 - OUTROS METODOS

Dentre outros métodos existentes destaca-se o Algoritmo Genético (AG),
pertencente a classe dos métodos heuristicos. Esse método segue o principio da selecao
natural e sobrevivéncia do mais apto, declarado em 1859 pelo naturalista Charles
Darwin. A aplicagdo deste conceito a otimizagdo foi introduzida por John Holland
(Holland, 1970). Para obtencdo da solucdo de um problema de otimizagdo via
Algoritmo Genético, primeiramente gera-se aleatoriamente uma populacdo candidata a
solugdo do problema e a partir dessa populacdo inicial, gera-se uma nova populagdo
para o problema utilizando operadores de crossover e mutagdo. O processo se repete até
a solucdo do problema convergir.

O método do Recozimento Simulado, introduzido por Kirkpatrick et al(1982), ¢
uma técnica inspirada na natureza também. A inspira¢do vem do processo fisico do
recozimento de metais. Metais sdo fundidos a uma alta temperatura assumindo um
estado de alta energia e depois de fundidos, sdo resfriados lentamente para permitir que
as moleculas do metal se rearranje de maneira ordenada e o sistema atinja o nivel 6timo
(minimo global) de energia correspondente a cristais perfeitos. Se o resfriamento for
rapido ndo ha formagdo de cristais perfeitos, como consequéncia o sistema cai em
nivieis minimos sub-6timos (minimo local) de energia. Para que o método seja eficaz, a
temperatura inicial do sistema deve ser alta, de modo a permitir o completo rearranjo da
estrutura cristalina do metal e o resfriamento deve ocorrer lentamente de modo a atingir
o minimo global. No método numérico, inicialmente se utiliza uma regido de busca
grande, mas a medida que sdo geradas aleatdriamente solugdes, o espaco de busca vai
sendo reduzido. O espago de busca grande e a taxa de redugdo desse espaco estdo
relacionados, respectivamente, com a temperatura elevada do recozimento e sua taxa de

resfriamento.
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E por fim, o método das Redes Neurais, que sdo técnicas computacionais que
tentam simular o funcionamento do célebro humanos na resolu¢ao de problemas em que
métodos tradicionais de computacao t€ém se mostrado inadequado. Uma rede neural ¢
formada por um conjunto de processadores simples, baseados em neuronios artificiais,
que sao ligados uns aos outros através de conexdes, que sao simplificacdes das sinapses.
Estas conexdes guardam o “conhecimento” da rede, que ¢ adquirido por um processo de
treinamento. O treinamento define o ajuste dos valores dos pesos associandos as
conexdes entre os neurdnios da rede. Para que este ajuste seja realizado, sdo
apresentados a rede um conjunto representativo de exemplos do problema que ela se
destina a resolver. Existem varios modelos de redes neurais. O modelo mais utilizado ¢
o Multi-Layer Perceptron, mais conhecido como MLP (Haykin, 1999, Braga et al,
1998). As redes MLP agrupam os nodos em duas ou mais camadas. Varios algoritmos
de aprendizado tém sido propostos para o treinamento de redes MLP, sendo que o
primeiro deles ¢ conhecido como backpropagation (Rumelhart et al, 1986). A Figura

4.6 ilustra uma rede MLP tipica.

Camadas Intermediarias

Entrada

Conexdes

Fig. 4.6 — Rede MLP tipica.

4.3.3.2 - ALGORITMOS DE OTIMIZACAO COM RESTRICAO
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Para problemas em que existem limitacdes para as varidveis de projeto, ou seja,
problemas restritos, ha métodos para a solucdo desse tipo de problema que sdo
definidos de acordo com as caracteristicas do problema. Para os problemas em que a
funcdo objetivo e as restrigdes sdo lineares, existe o Método Simplex proposto
inicialmente por Dantzig, (1953). Nos problemas em que fun¢do objetivo ¢ quadratica e
as restricdes sdo lineares; existem os algoritmos de Programacdo Quadratica
Seqiiéncial, sendo os mais conhecidos os de Lemke, algoritmo de Han-Powell (Han,
1976) e (Powell,1978) (Horowitz, 1999). Para os demais problemas, destaca-se o
Método das Direcdes Viaveis (Vanderplats, 1998) e o Método de Pontos Interiores,
desenvolvido por Herskovits (Herskovits, 1995).

Na maioria dos problemas de otimizagdo, supde-se a continuidade das fungoes,
assim como das suas derivadas. O problema de otimizagdo é abordado no espago R". A
diferenciabilidade e a convexidade do problema influem, fundamentalmente, sobre a
natureza das condi¢des de 6timo (Vaz, 1994).

Nos ultimos anos, os métodos diretos de Programag¢ao Matematica (PM) tém
sido os preferidos para solucionar problemas de otimiza¢do nao-lineares com restrigoes.
Os algoritmos de Programagdo Matematica sdao iterativos, onde, através da
especificacdo de um vetor inicial das variaveis x’, uma seqiiéncia de pontos é gerada e,
se bem sucedida, converge para o ponto minimo x*. A forma mais comum para este
procedimento iterativo ¢ dada pela Equacao:

x*=x*"+ o.d" (4.2)

Os algoritmos de programagdo nao-lineares baseados na Equacio (4.2) podem
ser separados em duas etapas basicas. A primeira ¢ a determinacao da direcdo de busca
d, que deve ser uma direcdo de decréscimo local da funcdo. A segunda ¢ a avaliacdo da
magnitude do passo dado nessa diregdo, através do parametro a (chamado passo), sendo

este processo denominado Busca Linear. Se existir uma dire¢do d* tal que x*

seja
também um ponto viavel, entdo d* ¢ chamada uma direcdo viavel (Figura 4.7). A forma

como estes dois componentes sdo determinados reflete, fundamentalmente, a eficiéncia
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e a confiabilidade de um algoritmo de programacao, (Vanderplats, 1984). O processo de

otimizagao ¢ finalizado através de um o critério de parada.

-

Fig. 4.7 - Direcao de decréscimo e passo viavel.

Numerosos estudos tém demonstrado que a selecao do algoritmo de otimizagao
depende fundamentalmente do problema a ser resolvido. Isto ¢ importante para se obter
uma otimizagao confiavel e um alto nivel de eficiéncia (tempo de computacao, indice de
convergéncia).

O engenheiro deve ter conhecimento dos algoritmos de otimizagdo, pois na
formulagdo do problema ¢ importante que as caracteristicas do algoritmo utilizado
sejam levadas em consideracao. Como exemplo disso, tem-se em alguns algoritmos a
necessidade de reduzir o nlimero de restrigdes de igualdade para aumentar a regido
vidvel e facilitar a solu¢do do problema. Para outros algoritmos, a inclusao de restri¢des
que reduzem o espaco viavel (sem eliminar os pontos 6timos) ¢ util para facilitar a
convergéncia. Deve-se levar em conta que o resultado obtido com o modelo proposto ¢
a solugdo “6tima” relativa a este modelo e ndo, necessariamente, ao problema real.

Para a determinag¢do da solu¢do oOtima do problema estrutural considerando
carregamentos aleatorios serd utilizados o Método do Ponto Interior, que serd descrito

sucintamente no proximo item.
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4.4 - CONDICOES DE OTIMO PARA PROBLEMAS COM RESTRICOES

As condic¢des de 6timo do problema com restrigdes dadas pela Equagao (4.1) sdo

definidas através de introdugdo da funcao Lagrangeana dada a seguir:

L0 2 )= [0+ X Ak () + g (0 + 3 A, (0 + X 8, (0)

(4.3)

onde A, «;, fje B, sdo os multiplicadores de Lagrange associados, respectivamente, as
restrigdes /i, g, gj € g, no ponto x. O ponto x* , pertencente ao conjunto viavel Z, é
dito um ponto de minimo (local) se atender as condi¢cdes necessarias de primeira ordem

dadas pelas condi¢des de Kuhn-Tucker (Kuhn & Tucker, 1950):

V.L(x* A% a* f*)= 0 (4.4)
h(x*) =0 k=1, ..q (4.5)
gi(x*) <0 i=1,..,m (4.6)
g (x*)=x;-x,; <0 j=1 ..,r 4.7)
i (X¥)=x; -x; <0 j=1..,r (4.8)
a >0 i=1, .., m (4.9)
o gi(x*) =0 i=1,.,m (4.10)
B >0 j=1..r 4.11)
Bi*2>0 j=1..r (4.12)
Bi* gi(x*) =0 j=1..,r (4.13)
B gui(x*) =0 j=1...r (4.14)

Os valores de x* 1% a* e f* representam a solu¢dao do sistema de equacdes ¢
desigualdades dadas por (4.4) a (4.14). A Equacdo (4.4), que representa o gradiente da

funcao Lagrangeana em relagdo a x, ¢ dada por:
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ViL(x* A%, a*, %)

q m r r
VI (x*)+ D 0 VR (x*) + ) 0, Vg, (x%) + D B, Ve, (x*)+ D) B, Vg, (x*) =0
k=1 i=1 j=1 j=1

(4.15)

A condicdo de estacionaridade, dada pela Equacdao (4.15), mostra que o
gradiente da funcgdo-objetivo deve ser uma combinagdao linear dos gradientes das
restricdes. As equagdes (4.10), (4.13) e (4.14) sdao chamadas de condicao de
complementaridade, pois elas implicam que uma restri¢do inativa tem multiplicadores
nulos e uma restricao ativa tem multiplicador diferente de zero. Além disso, as equagdes
(4.9), (4.11) e (4.12) obrigam que os multiplicadores de Lagrange associados as
restri¢oes de desigualdade ativa em x* sejam positivos.

A condi¢do necessaria de segunda ordem pode ser enunciada da seguinte
maneira: seja x* um ponto regular das restricdes dadas e um minimo local do problema
(4.1). Se existirem os vetores A*, a*e B* € R" tal que as restrigdes (4.4) a (4.4.14)
sejam validas, entdo as condigdes dadas nessas equagdes sdo necessarias para x* ser um
minimo local e suficiente para x* ser um minimo estrito, respectivamente. Uma vez
estabelecida as condigdes de 6timo para um problema restrito, serdo apresentados nos

proximos itens os algoritmos implementados no presente trabalho.
4.5 - METODO DOS PONTOS INTERIORES

O algoritmo apresentado nesta secdo pertence a familia dos algoritmos que
requer uma estimativa inicial de x, no interior da regido viavel e que gera uma seqiiéncia
de pontos também no interior desse conjunto. Esses sdo algoritmos de direg¢des vidveis,
o que significa que em cada iteracdo a direcdo de busca ¢ definida como uma dire¢do
descendente da funcao objetivo, ou uma outra fun¢do apropriada. O presente método €
simples de codificar, robusto e eficiente. Ele ndo envolve fungdes de penalidade,

subproblemas de programacgdo quadratica ou estratégias de conjunto de restri¢cdes
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ativas. O método somente requer a solucdo de dois sistemas lineares com a mesma
matriz em cada iteragdo, seguido de uma pesquisa linear.

Essa aproximacao proposta por Herskovits (1995), ¢ a base do algoritmo de
primeira ordem descrito por Herskovits (1982), Herskovits(1983), Herskovits(1986) e
Herskovits(1986).

Para explicar a idéia por tras do Método de Pontos Interiores, considere o

problema de programacao nao linear com restricao de desigualdade.

Min f(x)

Sujeito: g(x)<0 (4.16)
e as correspondentes condi¢des de 6timo de Kuhn-Tucker (KKT):

VE(x)+Vg(x)A =0 (4.17)

Gx)A=0 (4.18)

A>0 (4.19)

g(x)<0. (4.20)

Uma maneira iterativa de resolver o sistema nao linear de equagdes (4.17) e
(4.18) ¢ pelo método de Newton, que ¢ dado por:
H(x* 1) Vg(x") | = —x"| B VF(x*)+ M vg(x*) 421)
AVg (x*)  G(x*) |, - G(x* )k '

+ , . . y
K1 %<1 & a nova estimativa, H(x,)) é

onde (x¥, .X) é o ponto de inicio da iteracdo, e (x
a Hessiana do Lagrangeano e A é uma matriz diagonal com Aj;=A;. Procedendo em um
caminho similar, define-se um sistema linear em (dok, Kokﬂ):

Skdf + vg(x* )kt = —vi(x*) 4.22)

AVg' (x*)df + Gx* ST =0 4.22)
onde d§ ¢ a diregio no espago primal, definido por di =x*"' —x* e A" é a nova
estimativa de A. A matriz S é simétrica e positiva definida e pode ser tomada com H(x",
A5), ou como a identidade inicialmente.

Pode-se provar que dj € uma direcao descendente de f. Entretanto, dy ndo ¢ usual

como dire¢cdo de busca sendo assim ndo necessariamente viavel. Isto se deve ao fato de
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que como qualquer restricdo vai para zero, a Equagdo (4.22) for¢a dy tender para uma
dire¢do tangente do conjunto viavel. De fato, (4.22) ¢ equivalente a:

Aivglxdl +g, AT =0, i=1.2,...,m, 4.23)
o qual implica que Vg (x*)d§ =0 paraital que g,(x*)=0.

. . . . +
Para considerar esse efeito, define-se o sistema linear em d* e AR

k+l1

ska* +vg(x*)n  =-vixb) (4.24)

k+1

Avg' F)d* +G(x*)A = —p*ak (4.25)
Obtido pela adi¢ao de um vetor negativo do lado direito de (4.24), onde o fator escalar p

¢ positivo. Nesse caso, (4.25) ¢ equivalente a

k+1
Hivel (x)d* + g, (xh = —p* AN i=1,,m, (4.26)

e entdo, Vg!(x*)d* <0 para as restri¢des ativas. Dessa forma, d* ¢ uma dire¢éo viavel.

A adicdo de um niimero negativo do lado direito de (4.26) produz o efeito de

defletir di dentro da regido vidvel, onde a deflexdo é proporcional a p*. Como a
deflexdo de djé proporcional a p“ e dy ¢ uma dire¢do descendente de f, ¢ possivel

encontrar limites para p* de tal maneira que d*seja também uma diregdo descendente.

Sendo d'gtVf (x*) <0, pode-se conseguir esses limites impondo que

A Vi(x*) < adX VE(x ) 4.27)
o qual implica que @*'V/(x*)<0

A condigdo (4.27) significa que d* estd em um cone circular reto, cujos os eixos
sdo Vf(x"). Em geral, a razdo de descendéncia ao longo de d* ser4 menor que ao longo

de d§ . Este é o prego que se paga para obter uma boa diregdo descendente.

Considere o sistema linear auxiliar

k+1

skdf +vg(x*)A1 =0 4.28)

k+l1

Avg x)dF +GxF)a =-Ak (4.29)
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Pode-se mostrar que,

d* =df +pd} (4.30)
Substituindo essa expressdo em (4.5.11) tem-se

p < (o—1)dX' VE(x¥)/dX VE(x") (4.31)

Finalmente, para conseguir o novo ponto primal e um decréscimo satisfatorio da
funcdo objetivo, uma pesquisa linear ao longo de d* ¢ feita. Diferentes regras de
adaptacio podem ser obtidas para definir um A*"! positivo.

Na Figura 4.7, a direcdo de busca de um problema de otimizacdo com duas

.y . . o~ ;. k r
variaveis de projeto e uma restri¢do ¢ ilustrado. Para x™ no contorno, dy ¢ tangente a

restricdo. Nesse exemplo d; ¢ normal ao contorno.

A
X2

f(x)=const.

v

X1

Fig. 4.7 — Dire¢do de busca do Algoritmo do Ponto Interior.

O M¢étodo de Pontos Interiores para restricdes de desigualdade pode ser resumido nos
seguintes passos:

Define-se os parametros, a€(0,1)ep >0

Inicializa-se x € (Regido Viavel), A>0 e S € R™" simétrica e positiva definida.

Passo 1: Computar a direcdo de busca

a) Resolve o sistema linear para (do, Ao)
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Sd, +Vg(x)h, =—VF(x) (4.32)

AVg'(x)d, +G(x)A, =0 4.33)
Se d¢=0, pare.
b) Resolve-se o sistema linear para (d;, A;)
Sd, +Vg(x)A, =0 (4.34)
AVg' (x)d, + G(X)A, = -A (4.35)

c) Se d,Vf(x) >0,

p = inflo|d, | (ot — DA VE(x)/d}VE(x)] (4.36)
Senao
p=0lld, |’ (4.37)
d) Compute a dire¢ao de busca
d=dy+p d, (4.38)
E,
A=A+ At (4.39)

Passo 2: Pesquisa Linear
Encontre um comprimento t satisfazendo um dado critério de pesquisa linear

restrita na func¢do objetivo f e tal que,

g (x+td)<0 sedi =0, (4.40)
Ou,

g (x+td) < g (x) (4.41)
Senao,
Passo 3: Adapta

e) Conjunto

x=x+td (4.42)

e define novos valores para A>0 e S simétrica e positiva definida.

f) Volta ao passo 1
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Das equagdes (4.53) e (4.54) tem-se que p é limitado acima por o] d, .
Herskovits (1992) mostra que p =0 d, ||> € que ndo necessita-se de p para definir que
d constitui uniformemente uma campo de direcdes viaveis. A pesquisa linear inclui as
condi¢des impostas nas equacdes (4.58) e (4.58) que forca o novo ponto primal esta no
interior da regido viavel. Entretanto, a Equacao (4.57) previne a saturacao das restrigdes
associadas as variaveis duais negativas, sendo isto necessario para provar as condigdes
de convergéncia para Karush-Kuhn-Tucker (Herskovits, 1992). O algoritmo

apresentado possui convergéncia superlinear global e local (Herskovits, 1995).

4.5.1 - INCLUSAO DAS RESTRICOES DE IGUALDADE

Como apresentado anteriormente, o Método de Pontos Interiores, requer um
ponto {x*} inicialmente no interior da regidio viavel para gerar uma seqiiéncia de pontos
viaveis para o problema. As restri¢des de igualdade sdo ativas somente no limite. Entdo,
para ter as igualdades satisfeitas, a funcdo objetivo deve ser acrescida. Uma funcao

auxiliar ¢(x,r). deve ser definida como
d(x,1) = f(x) + r'SG[h(x)]h(x) (4.43)
e esta funcdo deve ser tomada na pesquisa linear. Abaixo segue um algoritmo em que

uma direcdo d, ¢ considerada como uma direcdo descendente de ¢(x,r) e d € obtida por
defletir d, com respeito as restri¢des de igualdade.
Algoritmo de Pontos Interiores para otimizagdo restrita

Define os pardmetros, a.€(0,1)e >0 er>0 € RP

Inicializa x € (Regido Viavel), A>0 e S € R™ simétrica e positiva definida.

Passo 1: Computar a direcdo de busca
a) Resolve o sistema linear para (do, Ao, Lo)

Sd, +Vg(x)A, + Vh(x)p, = -VI(x) (4.44)
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AVg'(x)d, +G(x)A, =0 4.45)

Vh'(x)d, = —h(x) (4.46)
Se dy=0, pare.
b) Resolve-se o sistema linear para (d;, A;)
Sd, +Vg(x)A, +Vh(x)p, =0 (4.47)
AVg'(x)d, +G(X)A, =-A (4.48)
Vh'(x)d, =0 (4.49)
C) Se r; <|| u,; || entdo set r, >|| n,; ||, parai=1,..., p

d)  Seja ¢(x,r) = f(x) +1'SG[h(x)]h(x). Se d'V(x,r)> 0

p =inflg|d, L (a—-1)d V(x, 1)/ d Vi(x,1)] (4.50)
Senao
p=0lld, I (4.51)
e) Computar a dire¢do de busca
d=dy+p d; (4.52)
E,
A =% + P (4.53)

Passo 2: Pesquisa Linear
Encontre um comprimento t satisfazendo uma dado critério de pesquisa linear

restrita na fungdo objetivo f e tal que,

g (x+td)<0 sekri >0, (4.54)
Ou,
g.(x+td) <g. (x) (4.55)
Senao,
Passo 3: Adapta-se
a) Conjunto
x=x+td (4.56)

e define novos valores para A>0 e S simétrica e positiva definida.
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b) Voltar ao passo 1
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CAPITULO 5

ANALISE DA SENSIBILIDADE

5.1 - OBJETIVO DA ANALISE DE SENSIBILIDADE

O objetivo da Analise da Sensibilidade ¢ determinar os gradientes da fun¢ao
objetivo e das restrigdes em relagdo as variaveis de projeto. Esses gradientes indicam a
sensibilidade da resposta da funcao (funcao objetivo e restricdes) a pequenas mudangas
nas varidveis do problema.

A Andlise de Sensibilidade desempenha um papel central no processo de
otimizagdo, sendo a etapa mais demorada desse processo, podendo consumir grande
parte do esforco computacional. Erros na precisao do calculo dos gradientes fatalmente
levam a problemas de convergéncia nos algoritmos de otimiza¢do. Portanto, na escolha
do método a ser utilizado para o calculo dos gradientes devem ser considerados dois
aspectos basicos: precisdo e eficiéncia. Além destes, deve-se levar em conta a facilidade
de implantacao.

Existem duas formas de andlises basicas para o calculo da sensibilidade: (1) a
analise de diferenciagdo implicita ou direta e (2) a analise variacional. A técnica de
analise de sensibilidade mais comum estd baseada diretamente na diferenciacao
implicita das equacdes de equilibrio da estrutura discretizada. O método variacional da
analise de sensibilidade calcula a diferenciacdo das equagdes continuas que governam a
estrutura com respeito a variavel de projeto antes de realizar o processo de
discretizagao.

M¢étodos de analise de sensibilidade para problemas de otimizagdo estrutural
com carregamentos estaticos, ou vibragdo livre, onde se deve determinar a sensibilidade
dos autovalores e autovetores, ja estdo bem estudados na literatura. Porém, problemas
envolvendo a andlise de sensibilidade da resposta da estrutura submetida a vibragdes
aleatorias ainda ndo foram estudados. Esse estudo ¢ apresentado neste capitulo para

problemas envolvendo estruturas reticuladas e estruturas de placas sanduiche.
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5.2 - METODOS DE ANALISE DE SENSIBILIDADE DA RESPOSTA

Neste trabalho, adota-se a versdo discretizada por ser a opcdo de maior
simplicidade de implementagdo. O célculo da derivada da resposta da estrutura em
relagdo as variaveis de projeto ndo € um processo trivial, pois estas respostas sao
funcdes ndo-lineares e implicitas das varidveis de projeto. Alguns métodos

desenvolvidos para este calculo serdo discutidos a seguir.

5.2.1 - METODO ANALITICO (MA)

Neste método, a sensibilidade é determinada analiticamente antes de realizar a
avaliacao numérica. Esta opcdo ¢ a mais complexa de todas entre os métodos discretos
existentes e a sua implementacao requer uma grande quantidade de calculos analiticos e
dos correspondentes programas para derivar essas expressoes analiticas com respeito as
possiveis variaveis de projeto. Este ¢ o método mais exato de todos os métodos
discretos. No entanto, cada tipo de elemento finito usado necessita uma derivada
separada das equacdes analiticas de sensibilidade. Para elementos isoparamétricos, as
expressoes obtidas pelo método analitico sdo bastante simples e sua implementagdo nao
apresenta muitas dificuldades adicionais em relagdo ao método semi-analitico exato,
além de ser mais eficiente do que este. Mas, para outro tipo de elementos, o calculo
analitico das derivadas ¢ complexo. Devido ao tipo de fun¢do de forma usado, ¢ dificil

obter analiticamente as derivadas relacionadas as varidveis de projeto.

5.2.2 - METODO DAS DIFERENCAS FINITAS (MDF)

A maneira mais simples de calcular os gradientes necessarios no processo de
otimizagdo ¢ utilizar o método das diferencas finitas. Para utilizar o MDF expande-se a

fun¢do f'em série de Taylor da seguinte forma:

f(x+Ax)=f(x)+f'(x)Ax+f"(x)%+... (5.1)

Neste método, a derivada de uma funcdo em relagdo a x ¢ aproximada
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truncando-se os termos de ordem superior, obtendo-se:

S+ Ax) - f(x) (5.2)
Ax

f'(x)=

A diferenciagdo por diferencas finitas mais simples esta dada pela aproximacao
por diferenciagdo frontal de primeira ordem dada pela Equagdo (5.2). Outra

aproximacao usada ¢ a diferenciagdo finita central de segunda ordem:

A f(x+A) - fx— Ax) (5.3)
Ax 2Ax '

fx)=

A precisao do MDF esta fortemente ligada ao tamanho da perturbagao utilizada e
a nao-linearidade da funcdo. Existe um dilema na escolha do valor adequado desta
perturbacdo. Um valor muito grande leva a erros de truncamento, pois a expressao (5.3)
significa o uso apenas do primeiro termo da série de Taylor. Por outro lado, um valor
muito pequeno leva a erros de arredondamento, causados pela forma como os nimeros
reais sao representados nos computadores. O MDF sé fornece resultados exatos para
fungdes lineares, mas usando precisio dupla, uma perturbagdo relativa entre 10 ¢ 107
geralmente leva a bons resultados. Iott et al (1985) propdem um método de
determinag@o do passo 6timo para algumas aplicagdes do MDF.

Uma vantagem do método ¢ a grande facilidade de implementagao.
Praticamente, nenhuma altera¢do necessita ser feita no programa de andlise. O problema
mais sério deste método ¢ o alto custo computacional. No caso de elementos finitos, ¢
necessario fazer uma nova analise completa para cada variavel existente, tornando o
método inviavel para otimizacdo de estruturas reais. O seu uso mais freqiiente ¢ na

validagdo dos resultados obtidos por outros métodos.

5.2.3 - METODO SEMI-ANALITICO (MSA)

Este ¢ um método analitico modificado, onde as derivadas das matrizes de
rigidez e massa, além do vetor das for¢as externas sdo aproximadas pelo método das
diferengas finitas em vez de serem calculadas analiticamente. Geralmente, estas
derivadas sdao calculadas usando o método das diferencas finitas frontal. A literatura

mostra que este método ¢ uma boa ferramenta para a andlise da sensibilidade pois
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combina simplicidade com eficiéncia.

A implementagdo do MSA ¢ bastante simples. Na grande maioria dos casos
praticos, os resultados obtidos pelo método semi-analitico sdo satisfatorios. Estes dois
fatores levaram a uma grande popularizagdo do método.

No entanto, em estruturas modeladas por elementos de viga, placa ou casca, o
método apresenta severos problemas devido a existéncia simultinea de graus de
liberdade de translacdo e rotacdo. Além disso, mesmo em estruturas modeladas apenas
com graus de liberdade de translacdo, graves erros podem acontecer se 0 movimento da
estrutura for dominado por rotagdes de corpo rigido. Outro fato interessante ¢ que este
comportamento piora com o refinamento da malha. Uma discussdo destes problemas
sera encontrada em (Olhoff et al, 1993).

Nestes problemas, a escolha de uma perturbagdo ¢ muito dificil. Isto ocorre
porque, mesmo para valores pequenos da perturbagdo relativa, até o sinal da derivada
pode estar errado. Tal problema ¢ inerente ao MSA, ndo acontecendo no problema de

diferengas finitas convencional (Olhoff et al, 1993).
5.3 - ANALISE DE SENSIBILIDADE NA ANALISE ESTATICA

Para o caso de estruturas com comportamento linear eldstico, a Equacao de
equilibrio da estrutura discretizada é:

Ku = f (5.4)
Onde K ¢ a matriz de rigidez, u o vetor dos deslocamentos nodais e f o vetor das cargas
externas.

A diferenciacdo implicita da Equacdo anterior em relacdo a uma variavel de
projeto x; leva a:

Ou f oK
-

K -
ox. O ox .

J J J

Onde p_ ¢ conhecido como vetor das pseudo-forcas. Apds terminada a analise da

estrutura, o vetor dos deslocamentos ja foi calculado, portanto, as Unicas incognitas sao
suas derivadas.

As derivadas da matriz de rigidez e do vetor de cargas globais sdo calculadas a
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partir da soma das contribui¢des dos numeros de elementos (nel):

nel nel
oK _ <~ oK, G _ zai (5.6)
ox; o 0x; ox = Ox

j
Onde o somatdrio pressupde o ‘“‘espalhamento” correto da contribuicdo de cada
elemento para a matriz e vetor globais. O célculo do vetor de pseudofor¢as também
pode ser feito no nivel dos elementos, diminuindo o numero de operagdes e a
quantidade de memoria utilizada.

As matrizes de rigidez dos elementos de viga, trelica e do elemento triangular
AST6 foram apresentadas de forma explicita no Capitulo 2. Para o caso do elemento de
viga, considerando-se uma se¢ao retangular tem-se que a area da se¢do € o momento de

inércia em relagdo ao eixo z sao dados por:

3
A=bh, IZ% (5.7)

Para o elemento triangular foi mostrado que a matriz de rigidez do elemento serd a soma
da parcela devido a flexao, cisalhamento e membrana. Essas parcelas sdo funcdo ctbica,
linear e linear, respectivamente, da variavel z;_que por sua vez ¢ fungdo das espessuras

das faces e da altura da colméia.

5.3.1 - O METODO ANALITICO PARA A MATRIZ DE RIGIDEZ(MA)

Para o presente trabalho, os exemplos considerados foram de estruturas
reticuladas cujas matrizes de rigidez foram apresentadas no capitulo 2. Para esses
exemplos, considerando como variavel de projeto as dimensdes das segdes transversais
tem-se que a derivada da matriz de rigidez do elemento em relagdo a esses parametros
pode ser escrita da seguinte forma:

Derivada em relagdo a altura da se¢do transversal da secao:
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Eh? _Eh3 0 _Eh3 _Eh3

L’ 2172 L} 21?2

o _En ER’ = Eh’  En’

ox ob | Eh Eh (5-8)

A

o _ER’ BR’  Eh’ Eh’

L’ 212 L} 212

o _En ER’ = Eh’  Eh’

i 212 6L 212 3L

Derivada em relacdo a largura da se¢ao,

Ebh 0 0 ~ th 0 0
3Ebh*>  3Ebh’ _ 3Ebh*  3Ebh’
L 217 r 217
o _3EbR EbR’ o  3Ebh’  3EbR
ok, _ ok, _ 22 L 217 2L (5.9)
ox, oh B Ei)h 0 0 Ebh 0 0
3Ebh*  3Ebh’ 3Ebh*  3Ebh’
0 - 3 2 0 3 2
L 2L L 2L
o _3Ebh’  Ebk’ o  3EbM  3EbR’
L 217 2L 217 L

Para o elemento de trelica, a derivada em relagdo as dimensdes da secdo € a parcela
referente a 1* € 4° linha das matrizes das equagdes (5.8) e (5.9).

Para o caso das placas sanduiches, a variavel de projeto a ser considerada sera as
espessuras das faces da placa e a altura da colméia. Ou de uma maneira mais simples,
pode-se fixar as espessuras das faces e deixar somente a altura da colméia como
variavel de projeto. Dessa forma a derivada da matriz de rigidez em relagao a variavel
de projeto (h) sera dada por:

oK _OK, oK, 0K, (5.10)
oh, ©Oh,  oh,  Oh

Onde a derivada da parcela da matriz de rigidez devido a flexao ¢ dada por:

K F'
Ky~ L RraTF,aR=-—R7a™ Lo qr (5.11)
oh 2A4 2A oh

c
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Na Equacao (5.31) somente a matriz [F’,] depende de h. Dessa forma:

oD oD oD
11 Rb 12 Rb 13 Rb
Oh, Oh, Oh,
' oD oD
an :i 22 Rb 23 Rb (512)
Oh, 24 Oh, oOh,
oD
Sim. R,
i Oh, |
Onde:
oD, 1. 3 h, 2, 3 h, 3
on, 30uly Gty G

o h (5.13)
:EQG[/[(TL’_*’hfZ)z +(70+hf1)3]

Da mesma forma, a derivada da parcela da matriz de rigidez devido ao cisalhamento ¢

dada por:
oK . _r OF, _
ER 14
Onde:
oG, R oG, | R
OF, _ 0 5 nR GuRA ) oh " oh (5.15)
oh, oh, | sim G,_R, . 1o '
: 22 sim .
oh,
E,
(’SGLi o - -
aTJ:aT[GTij(hfz+hc+hf1)]:GTij (516)

E finalmente, a derivada da parcela da matriz de rigidez devido ao efeito de membrana é

dada por:

oK 1 oF'
= —R'a’ —2aR )
oh, 24 Oh (-17)

4 (4

Onde:
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AllRm AIZRm A13Rm

OF' 1 0o
2= A, R A,.R
ahc 24 8]/16 . 22 m 23 m
sim. AR
04, 04, oAy |
—-R —=R —R
ahc m ahc m th m (5.18)
_ L 04,, R 04,, R
24 oOh, oh,
sim. ot .
i oh, |
E,
OA; 0 - _
o QB he+h)]=Q, (5.19)

5.3.2 - METODO DAS DIFERENCAS FINITAS (MDF)

A andlise de sensibilidade dos deslocamentos serd calculada usando a
diferenciagdo frontal aproximada, pois ndo ¢ possivel o seu céalculo analitico. Sua
determinagdo, através das diferencas finitas de primeira ordem, ¢ dada a seguir por:

du _Au _ u(x+ Ax) —u(x)
dx Ax Ax

(5.20)

Onde Au/Ax representa a aproximagdo da derivada dos deslocamentos em relacdo a
varidvel de projeto du/dx. Pela aproximacao da diferenciagdo finita central de segunda
ordem, tem-se:

du Au _ u(x+Ax) —u(x — Ax)
dx Ax 2Ax

(5.21)

Nesse caso seria necessarias duas avaliagdes do sistema, para obter a sensibilidade dos

deslocamentos.

5.3.3 - METODO SEMI-ANALITICO (MSA)

A idéia do método semi-analitico para obter a sensibilidade dos deslocamento

em relacdo as varidveis de projeto ¢ calcular a derivada do vetor de forgas externas e da
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matriz de rigidez conforme a Equacao (5.1) pelo método das diferengas finitas. A
diferenciagdo frontal aproximada por diferencas finitas de primeira ordem, da matriz de
rigidez e do vetor de cargas em relagdo a variavel de projeto x, sdo dadas a seguir:

dK AK _ K(x+Ax)- K(x)

— = (5.22)

dx  Ax Ax

I N _f+A)-f) (5.23)

dx Ax Ax

Pela aproximacdo através da diferenciacdo finita central de segunda ordem,
chega-se:

d_KzAK:K(x+Ax)—K(x—Ax) (5.24)

dx  Ax 2Ax

df A _ flx+AD)- fx—Av) (525)

dx Ax 2Ax

Este método € muito mais eficiente que o MDF porque a matriz de rigidez ja foi
calculada e fatorada. Para cada varidvel, ¢ necessario apenas montar um vetor de
pseudoforcas e fazer a redugdo e retro-substituicdo deste vetor. Os procedimentos
numéricos para a fatoragdo da matriz de rigidez e solugdo para cada vetor estdo

descritos em Bathe, (1996).
5.4 - ANALISE DE SENSIBILIDADE NA VIBRACAO LIVRE

A vibragdo, que descreve um sistema mecanico em oscilagdo, ¢ classificada
como [livre quando sdo provocadas exclusivamente pela energia potencial e cinética
existentes no sistema. Os problemas de vibracdo livre sdo problemas de autovalor e,
quando as forcas sdo conservativas e nao ¢ considerado o amortecimento, estes
problemas levam a obtencdo de autovalores reais que representam a freqii€ncia da
vibragao. Os sistemas sob vibragdo livre ndo amortecida sdo governados pela Equacao

dada na forma matricial.
(K-A,M)$,=0 i, =o (5.26)

Onde K e M s3o matrizes simétricas, positivas definidas e representam as matrizes de

rigidez e de massa, respectivamente. Para cada modo de vibragio p”, tem-se a
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freqiiéncia natural @, e o0 modo de vibracdo ¢,. Como visto anteriormente, as variaveis
de projeto sao denominadas x € o objetivo ¢ obter as expressdes da sensibilidade das
freqliéncias (autovalores) e dos modos de vibracdo (autovetores) com respeito as

variaveis de projeto.
5.4.1 - SENSIBILIDADE DOS AUTOVALORES

Diferenciando a Equagdo (5.26), obtém-se a sensibilidade da freqiiéncia com
respeito as variaveis de projeto x. Assim, tem-se:

oK op, Oh oM o9
—o +K—L——LMp -A —b, —-A M—L
Ox ¢p Ox ox ¢p 7 ox ¢p r ox

=0 (5.27)

Pré-multiplicando a Equagdo (5.27) por ¢, e usando que
" Mo =1 (5.28)
a expressao da sensibilidade da freqiiéncia para o p’h modo de vibragao fica:

oh, ¢,(K/ax—L,0M/éx)p,

= - (5.29)
ox ¢ pM(I) ,
A derivada da freqiiéncia de vibragdo fica de seguinte maneira:
om O\
0 ! h (5.30)
ox 2o, 0x

O autovetor ¢ geralmente normalizado com uma matriz simétrica positiva

definida. Tomando a normalizagdo em relagdao a matriz de massa tem-se que:
<|>;M<|>p =1 (5.31)

Observa-se que os Unicos valores desconhecidos sdo as derivadas das matrizes
de rigidez e de massa. Estas derivadas, obtidas ao nivel do elemento, podem ser
calculadas analiticamente antes da avaliagdo numérica usando o Método Analitico ou
através da diferenciacdo numérica utilizando o Método Semi-analitico. No presente
trabalho as sensibilidades das matrizes de rigidez e massa sdo obtidas pelo Método

Analitico e pelo Método das Diferencas Finitas.
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5.4.1.1- METODO ANALITICO PARA A MATRIZ DE MASSA (MA)

A derivada da matriz de rigidez do elemento em relagdo as dimensodes da secao

transversal foi apresentada no item 5.3.1. Para a matriz de massa uma forma explicita da

derivada também pode ser obtida. A matriz de massa consistente do elemento de viga

foi apresentada no Capitulo 2 e € reescrita:

_pAL
© 420

140

0
0
70
0
0

0
156
-22L
0
54
13L

0
—-22L
41’
0
~-13L
-3

70
0
0

140
0
0

0
54
-13L
0
156
22L

0
13L
-3
0
22L
41’

(5.32)

Considerando novamente para uma sec¢ao retangular as dimensdes b e h a area da se¢ao

¢ dada por A=bh. Tomando a derivada em relagdo a esses parametros tem-se que:

Derivada em relacdo a altura da se¢do (h):

oAM,]_pbL
oh 420

140
0
0
70
0
0

0
156
-22L
0
54
13L

0

0 70
-22L 0 54 13L
41> 0 —13L -3L?
0 140 0
—13L 0 156 22L
-3 0 22L 4I?

Derivada em relacdo a largura da se¢do transversal(b):

aM,] phL
ob 420

(140
0
0
70
0

0

0
156
-22L
0
54
13L

0 70 0
—22L 0 54 13L
4r* 0 -—13L -3I?
0 140 0
~13L 0 156 22L
-3 0 22L 4L’

Se for considerada a matriz de massa concentrada tem-se que:

Derivada em relacdo a altura da se¢do transversal (h):
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1 0 0 0 O
0 1 0 0 O
L2
oM 00 — 00 O
e :ﬂ 39 (5.35)
Oh 210 0 0 1 0 O
00 0 01 0
L2
00 0 0 0 —
L 39
Derivada em relacdo a largura da se¢do transversal (b):
10 0 0 0]
0 1 00 0
LZ
oM.l phL|0 0 S5 0 0 0 (5.36)
ob 2100 0 1 0 O '
00 0 01 02
00 0 0O r
L 39 |

Da mesma forma que as barras, a derivada da matriz de massa do elemento triangular
em relacdo a espessura da colmeia sera dada por:
oM oM

Ge __ T e _ L% T
o =R o R_szjO jo N’ Ndnd¥ (5.37)

5.4.1.2- METODO DAS DIFERENCAS FINITAS (MDF)

Outra forma de se obter a derivada da freqiiéncia em relagdo a variavel de
projeto ¢ pelo método das diferencas finitas, através da seguinte expressdo aproximada:

0w, N Aw, _ o,(x+Ax)-o,(x)

~

Oox Ax Ax

(5.38)

Onde a freqiiéncia @ ,(x + Ax) € obtida da Equagéo (5.26) com uma perturbagao

das matrizes de massa M(x+Ax) e rigidez K(x+Ax).

5.4.2 - SENSIBILIDADE DOS AUTOVALORES MULTIPLOS

Como foi apresentado anteriormente na Equagdo (5.26), os autovalores de uma

estrutura linear-elastica submetida a vibracao livre sem amortecimento sdo geralmente
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determinados mediante a resolucdo de problema de autovalores. Assim, formulando a
Equacio (5.4.1) em funcdo do autovalor, tem-se:

(K-, M) ¢, =0, n=1,.. Ng (5.39)
Onde K e M representam as matrizes globais de rigidez e massa, respectivamente, para a
estrutura discretizada em elementos finitos, 4, ¢ um autovalor da vibragao livre sendo ¢,
seu correspondente autovetor. N representa o nimero total de graus de liberdade do
modelo de elementos finitos e, portanto, a dimensdo do problema de autovalor. Assim, a
solugdo do problema (5.39) consiste na obtengdo dos Ny autovalores A, e seus
correspondentes autovetores ¢,. Os autovalores, que sdo todos reais, podem ser
ordenados pela sua magnitude como dado a seguir:

0<ﬁ1_<12_<13_<..._<2.j_<..._<lg1 (540)

Através da Equacdo acima, pode se observar a possibilidade da ocorréncia de
conjuntos de autovalores multiplos, onde dois ou mais autovalores podem possuir
exatamente o mesmo valor. Em alguns casos especiais, como no célculo de freqiiéncias
naturais de estruturas simétricas, os autovetores correspondentes a autovalores iguais
ndo sdo Unicos. Portanto, para cada conjunto de autovalores multiplos existe um nimero
infinito de combinagdes lineares dos correspondentes autovetores que podem satisfazer
a Equagdo de estado para o problema de vibragdo livre. Desta maneira, se 0 nimero
total de autovalores ¢ designado com a letra M, os autovalores sdo enumerados da

seguinte maneira:

~

An=A, . J=tm s Ry, m=1 ..M (5.41)
onde Zm representa o valor repetido do conjunto de autovalores A i d = Tmy sy R, € 0s

autovalores indicados com A, correspondem ao conjunto de autovalores apresentados

na Equagdo (5.4.1). Pode-se introduzir a seguinte combinacao linear de autovetores:

3 = Z"ﬂ,mk (5.42)

m

A Equacdo acima deve satisfazer a Equacdo de estado para o problema de
vibragdo livre, qualquer que seja o valor da constante [ Utilizando a notagdo

introduzida nas equagdes (5.42) e (5.41), a Equacao de estado (5.26) fica:
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(K-4M) ¢,=0, j=rm..Ro m=1.,M (5.43)

A notagdo introduzida em (5.43) favorece a formulacdo dos problemas de
otimizagdo e da andlise da sensibilidade de autovalores multiplos, que serdo
apresentados a seguir.

Nos casos especiais onde a solu¢do do problema de autovalores dado pela
Equagdo (5.43) apresenta um conjunto de autovalores multiplos, a andlise da
sensibilidade dos autovalores em relacdo as variaveis de projeto ndo pode mais ser
obtida da forma explicada anteriormente neste capitulo. A ocorréncia de autovalores
multiplos representa uma das principais dificuldades nos problemas de otimizagdo da
freqiiéncia, pois os autovalores multiplos, os quais ndo tem uma correspondéncia
univoca com seus autovetores, geralmente sdo fungdes ndo diferenciaveis das varidveis
de projeto. A diferenciagcdo dos autovalores multiplos somente pode ser feita através de
diferenciagdes direcionadas, i.e., as derivadas s6 podem ser determinadas quando estdo
sujeitas a uma dire¢ao de mudancga das variaveis de projeto. Alguns autores (Courant &
Hilbert, 1963; Lancaster, 1962) introduziram os calculos bésicos para a analise da
sensibilidade de autovalores multiplos, geralmente através da formulagcdo de
subproblemas de autovalores. Com referéncia aos trabalhos apresentados por
(Seyranian, Lund & Olhoft, 1994) e (Lund, 1994), utiliza-se uma técnica de perturbagao
para estabelecer a expressdo da sensibilidade das varidveis de projeto na forma de um
subproblema de autovalores. Com esta técnica, obtém-se a sensibilidade de um conjunto
de autovalores multiplos associados @ mudanca da variavel de projeto em uma dire¢ao
especifica dentro espago admissivel. Com este objetivo, considera-se a perturbacdo de
variavel de projeto da seguinte forma:

Onde x = {x;, x5 . x,} denota os valores das varidveis de projeto & representa a

ceey

perturbagdo das variaveis € e = {e;, e .. en} € um vetor unitario que dé a dire¢do da

perturbagdo no espaco admissivel. Devido a perturbacdo dada na Equacdo (5.44), as
matrizes de rigidez e de massa sdo incrementadas e utilizando-se uma aproximacao

linear, obtém-se:
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K (x+Ax) =K (x) + ¢ Zg—Kei . M(xtA) =M (x) + ¢ zgﬂei (5.45)
i=1 OX; i=1 i

Da mesma maneira, os autovalores e autovetores sao incrementados na diregao

perturbada. Assim, o conjunto de autovalores multiplos 4; e seus correspondentes

autovetores 4/7] ,J = Tm ..., Rm, na direcdo da perturbagao fica:

A(x+ee)=1 +¢& (x,e
J( ) N’" #i(xe) J= Fm o Ry (5.46)
P, (x+ee)=9, +ev,;(x,e)

onde g e v sdo as derivadas direcionais desconhecidas dos autovalores A4; e seus

~

correspondentes autovetores ¢ I respectivamente. Note-se que o0s autovetores
associados aos autovalores multiplos, devido & correspondéncia ndo ¢ univoca entre
estes, deve ser escrita como uma combinagao linear dos autovetores.

Introduzindo as equagdes (5.45) e (5.46) na Equacdo (5.44) para o estado ndo
perturbado:

((K + gzg—Kei) ~(A, + S/Jj)(M + gzgﬂei j](&j +&v,)=0./ = Tm oy R (5.47)
i=1

i i=1 i

Truncando-se os termos de ordem mais alta de £ ¢ usando-se as equagdes (5.46)

e (5.47), simplifica-se da seguinte forma:

- 0K ~ ~OM ~ ~ :
[i_l ax i m; ax i lLlj J¢/ ( m ) Jj

(5.48)
Através desta Equacgdo, pode-se estabelecer uma expressdo para determinar as
derivadas das diregdes dos autovalores multiplos. Comecga-se pré-multiplicando a

Equagdo (5.4.2.1) pelos autovetores ¢, com s = 7y, ..., R,,, obtém-se:

2, oK ~ < OM ~ .
¢§( 2 gei — 4, L 8791- —/‘ij¢_/ =0, $J = T oo R

(5.49)

Substituindo-se a expressdo de JJ dada pela Equagdo (5.47) na (5.49) e fazendo

uso da M-ortonormalidade dos autovetores, obtém-se o seguinte sistema de equagdes
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lineares algébricas para o coeficiente desconhecido S :

M ~ '
a eij¢k_lu/5sk]:0’ )= Tm o Rm
Oox, :

2 (oK
Zﬂjk(¢s( _ei_ m

i OX; i=1
(5.50)
Onde oy denota o delta de Kronecker, que dada a condi¢do de M-normalidade dos

autovetores anteriormente citados, tem-se:
) t —
¢itM¢j =5Ij 5 ¢1K¢] =ﬂj51j 5 l,] _1, aeny Ng[ (551)
Uma solugdo ndo trivial deste sistema de equagdes somente existe quando o
determinante da matriz dos coeficientes do sistema de equagdes ¢ nulo, i.e., a condi¢do
necessaria para a solu¢ao nao-trivial é expressa pela Equacao :
0K ~ oM
det ¢st Z _}\‘mz e; ¢1: _MSSk =0, S, k= Vs «ovy Rm (552)
i OX; T OX,
A Equagdo (5.52) ¢ um problema de autovalor, onde nessa expressdo as derivadas da
matriz de rigidez e massa em relagdo a varidvel de projeto sdo as expressdes

apresentadas no item 5.3.1 e 5.3.2 e os coeficientes p; sdo as sensibilidades dos

autovalores multiplos em relagdo uma pequena mudanca nas variaveis de projeto.
Se for considerado o caso em que todas as varidveis de projeto mudam

simultaneamente introduz-se os vetores de dimensao n dos gradientes generalizados fy; :

oK ~ oM oK oM, |
f, =¢/| ——1 —@c,d| —— A — 5.53
sk {¢s|:axl m ax1 :|¢k ¢5|:ax m ax :|¢K} ( )

A expressdo (5.4.2.15) fica na forma simplificada:
det[f e — u5,1=0, s, k=rmy ..., Ry (5.54)
Note-se que fy = fis, devido a simetria das matrizes de rigidez e massa. A

notagdo dos indices subscritos refere-se aos modos para os quais o vetor do gradiente

generalizado ¢ calculado, i.c., f! e representa um produto escalar.
Assim, conhecendo os autovetores ¢, k= 7, ... R, correspondentes aos

autovalores multiplos Zn . pode se construir o gradiente generalizado fu e as
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sensibilidades 4, j = 7, ..., Ry, para qualquer vetor de diregdo e, i.e. para cada diregdo
no espago das varidveis de projeto. As quantidades 4 constituem as derivadas
direcionais dos autovalores multiplos ,Tm_ Em outras palavras, a Equacao (5.53) define

um subproblema de autovalores, cuja solugao leva a obtencdo das derivadas direcionais
u dos autovalores multiplos A;, j = 7, ..., Ry, associados com uma mudanga simultanea
de todas as varidveis de projeto na dire¢do e do espaco admissivel. Assim, conhecendo
os autovetores @, j=r,...,Rn, € as derivadas das matrizes de rigidez e de massa, pode-se
calcular os gradientes generalizados através da Equagdao (5.54) e as derivadas
direcionais u correspondentes a qualquer diregdo de perturbacdo e no espaco
admissivel, gerando e calculando o subproblema de autovalores dado na Equagdo
(5.54). A forma desta Equagdo foi originalmente estabelecida por (Bratus & Seyranian,
1983) e (Seyranian, 1987). Diversos trabalhos sobre a analise da sensibilidade em
problemas com autovalores multiplos podem ser encontrados em (Huag &

Rousselet,1980), (Masur,1980) e (Huag, Choi & Komkov, 1986).
5.5 - SENSIBILIDADE DOS AUTOVETORES

Para analise da sensibilidade dos autovetores, a derivada dos modos em relacao
as variaveis de projeto 5%x pode ser obtida diferenciando a Equacdo de vibragdo livre

(K - AM)¢ =0, ja apresentada no item 5.2:

a—K¢+K%—a—/lMgzﬁ—/iaﬂgé—/iM%:O (5.55)
Oox Oox Ox Oox ox

A técnica mais popular para a obtencdo da derivada dos autovetores ¢ a
desenvolvida por (Nelson, 1976). No método de Nelson, a condigao de normalizagao ¢
dada por #gM¢ = 1, ja apresentada na secio (5.5.4), é temporariamente substituida pelo

requisito de que o maior componente dos autovetores deve ser igual a 1. Assim,

denotando-se o vetor re-normalizado com ¢ e assumindo-se que o componente mth é o
maior, substitui-se a Equacao (5.56) por:
0=0,0 (5.56)

Para derivar o autovetor com sua normalizagdo original dada pela Equacao
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(5.56)e a sua derivada:

o _0b, - - b
o o o+¢, . (5.57)

Portanto, derivando a Equagdo (5.28), tem-se:

t 6¢ __l taﬂ
GM——=-20 ¢ (5.58)

A derivada 04, o pode ser obtida substituindo a Equacdo (5.58) na (5.57):

(00, » — 0f 1—, oM —
M| —Lm L l=——g"'— 5.59
¢ [ax ¢+¢max] N (559)
Multiplicando a Equagao (5.60) por ¢, tem-se
e 0, ) < 1M -, 0
Mg | = T —d'Md - 5.60
¢,,,(¢ - ¢j ¢,,,( AR ¢m8xJ (5.60)
Reagrupando os termos obtém-se que
od o, —, OM — 2 o
Mp—"=—""0¢' — ¢ — ‘M — 5.61
¢ ¢ax 2¢ax¢ ¢, ¢ ™ (5.61)
o0 ¢, OM— — .- 0
— ="ty — — M— 5.62
R e A B (5:62)

A derivada do vetor também pode ser calculada pelo método modal, expandindo
a derivada como uma combinago linear dos autovetores. Denotando-se ith o par (Ai, ¢')

dado pela Equacao de vibragao livre, assume-se:

8¢7k B ! -
e _;cm (5.63)

Demonstra-se que o coeficiente cij pode ser calculado pela Equagdo dada a

seguir (ver referéncia Rogers, 1970):

(0K . oM~

¢”(—ikj¢"
¢, = x Xy (5.64)
T (-2 Mg

Usando-se a condi¢do de normalizagdo (5.), chega-se:

Cu ==yl s (5.65)

J#k
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Se todos os autovetores forem incluidos na soma, a Equagdo (5.65) seria exata.
Na maioria dos problemas praticos ndo sdao considerados todos os autovetores, somente
sdo incluidos os primeiros autovetores. Para acelerar a convergéncia (Wang, 1991)

desenvolveu um método modal modificado. Ao invés de usar a Equagdo (5.65),

emprega-se:
8_k o ! _
gx Sy Zldkj¢ J (5.66)
J=

Onde o termo de correcao estatica ¢ dado por:

8 =K‘1[%M—6—K+laﬂ}¢7" (5.67)

Oox Oox Oox

e os coeficientes dyj; da Equagdo (5.5.14) sdo dados por:

—i[ OK oM \—-
At

= ==, k#j (5.68)
O WA =28 MY
E os coeficientes di; sao dados por:
dy =0 — D d,8, (5.69)

J#k
Um estudo da convergéncia da derivada com o incremento do nimero de modos,
usando ambos os métodos: modal e modal modificado, ¢ apresentado por (Sutter et al.,
1988). Demonstra-se aqui que o método modal modificado tem uma convergéncia

melhor.
5.5.1 - METODO DAS DIFERENCIAS FINITAS

A derivada do autovetor em relagdo a variavel de projeto apresenta a seguinte

expressdo aproximada pelo método das diferencas finitas:

8¢p N A¢p _ ¢p(x+Ax)—¢p(x)

5.70
ox Ax Ax ( )

Onde 0 modo ¢, (x+Ax) € obtido da Equagéo (5.26) juntamente com a freqii€ncia

o ,(x + Ax) com uma perturbagdo das matrizes de massa M(x+Ax) e rigidez K(x+Ax).
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5.6 - ANALISE DE SENSIBILIDADE DA RESPOSTA DA VIBRACAO
ALEATORIA

Como foi apresentada no Capitulo 3 a grandeza de maior importancia na analise
de vibracdo aleatoria ¢ a autocorrelagdo da resposta. A partir dela pode-se calcular o
desvio padrao da estrutura e com essa grandeza determinar a faixa de seguranca em que
a estrutura esta trabalhando para uma dada excitagdo. Da mesma forma, foi mostrada
que a autocorrelacao da resposta depende diretamente de outras grandezas, como da
funcdo de transferéncia, PSDF das cargas generalizadas, modos normais, etc.. As
expressoes da sensibilidade dessas grandezas serdo apresentadas nos proximos itens, de
modo a obter-se a sensibilidade da autocorrelagdo da resposta e do desvio padriao da

estrutura.

5.6.1 - SENSIBILIDADE DA PSDF DAS CARGAS GENERALIZADAS

Como foi apresentado no Capitulo 3, a matriz da densidade espectral das cargas

generalizadas ¢ dada pela seguinte expressao:

S;(W)=¢"S;(W)$ (5.7°)
Nessa Equacdo tem-se que ¢ sdo os modos normais (autovetores) e Sy ¢ a PSDF da

excitagdo. Derivando essa expressao em relacdo a uma variavel de projeto tem-se:

B A, oo o7 (W)¢ 4", () 22 (572
ox ox
Na Equacao (5.72) tem-se que:
@ =0 (Nao depende de x;) (5.73)

Dessa forma a Equagao (5.73) se reduz a:

08, (W) _ "
Ox ox

[S (w )}¢+¢ S (W)@ (5.74)

Na Equacdo (5.74) tem-se que a PSDF da excitag¢doS; (v;/) ¢ uma matriz diagonal, pois

nao esta sendo considerado a iteracdo entre as fontes excitadoras quando existir mais de
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uma. Dessa forma tem-se que,

{¢ Sy (W aﬂ a¢ (5.75)
Substituindo a Equagdo (5.76) em (5.75) tem-se,
Bew) _ 00" {s (w )}¢ (5.76)
10) ¢

¢

Da expressao (5.76) tem-se quea—é a sensibilidade dos autovetores, cuja determinacao

i

foi apresentada no item 5.5.
5.6.1.1 - O METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

A derivada da densidade espectral das cargas generalizadas em relacdo a
variavel de projeto apresenta a seguinte expressdo aproximada pelo método das

diferengas finitas:

S, (W) _ S, (W,x+A0) -8, (W,X) _$(x+AX)S, (W) (x+Ax)—p(x)S;(W)d (x)
OX. - AX B AX

(5.77)

Onde o modo ¢,(x+Ax)¢é obtido da Equagdo (5.26) juntamente com a freqiiéncia

o ,(x + Ax) com uma perturbagdo das matrizes de massa M(x+Ax) e rigidez K(x+Ax).

5.6.2 - SENSIBILIDADE DA PSDF DA RESPOSTA

A PSDF da resposta de um carregamento aleatorio, mostrada no capitulo 3, ¢

dada por:

T

S, (W)= H*(W)S, (W H(W) ¢ (5.78)

Para a Equacdo (5.78) a matriz Sf(\;v) pode ser tomada como diagonal para sistemas

estruturais fracamente amortecidos. Dessa forma tem-se que:
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S, (W) =S, (W) [H(w)|* ¢ (5.79)

Derivando a Equagao (5.80) em relagdo a um determinado parametro tem-se:

asaf‘w) s, HWF ¢+ ¢as (W)|H( )4 + 68, (w )M¢ 4
6, (W) Hw) z—i’
(5.80)

oS, (w)
Ox

Na Equagao (5.80) tem-se que ¢ a derivada da PSDF das cargas generalizadas,

apresentada no item 5.6.1, ¢ a matriz [H|* ndo depende diretamente das variaveis de

projeto. Dessa forma tem-se que:

8| H(w), [} _ 8| H,(w)[ ow,

, (5.81)
0x ow, 0x
Onde:
.2 1 1
|H; (W) |"=— > ) (5.82)
w; N2 N2
Wi Wi
E a fungdo de resposta em freqiiéncia e sua derivada em relagio a w; é:
~ _2
2 w2 2E2 2
QVHII il 2w 425 w) (5.83)
ow; - -

1

2
(wl-4—2wl-2 wo+w +4§2 w wiz)2

E aw‘
Ox

¢ a derivada do autovalor.

5.6.2.1 - — O METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

A expressao da derivada da densidade espectral da resposta em relagdo a uma

variavel de projeto, pelo método das diferencgas finita, é:
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S, (W) _ S (W, X, +Ax,) =S, (W,X;) _
ox. AX. B

1 1

O(x; +Ax,)S, (W, x; +Ax;) [H(W, X, +Ax,) P ¢ (x; +Ax;)—d(x,)S, (W, x,) [HW, x))|* ¢ (x;)
AX.

1

(5.84)

Onde o modo ¢,(x+Ax)€ obtido da Equagdo (5.26) juntamente com a freqii€ncia

®,(x + Ax) com uma perturbagdo das matrizes de massa M(x+Ax), rigidez K(x+Ax) e

S:(w,x; +Ax,) ¢ a densidade espectral das cargas generalizadas para uma perturbagao

na variavel de projeto.
5.6.3 - SENSIBILIDADE DA AUTOCORRELACAO DA RESPOSTA

Como foi mostrado no Capitulo 3, a Autocorrelacdo da Resposta ¢ dada por:
R_(7) :2L¢ [ (W), (WHW)e " dwhT (5.85)
T —o0

Da mesma forma foi mostrada que o casa mais critico ocorre quando t ¢ zero. Dessa
forma tem-se que:

R(O)—ld)rwS(_ H(w) [1d wo” 5.86

(0= 4] S, (W) | HW) [ Tdw (5.86)

Tomando a derivada a Equagao (5.87) em relagdo a um determinado parametro tem-se:

oR,(0) 1

o =08 (w)
> ‘E{&f S, (w)| Hw) " dwo" +¢[

[HW) " dw'

o[ S (w )‘”H(W)' dwp' +o[ s (v'v>|H<v'v)|2dv‘v%}

(5.87)
Na Equacgado (5.87) tem-se que,

oS, (W) [ H(wW) [ dw 6"’} Z—i’f:ﬂH(v‘v)f}Tsf(v‘v)wad»T
(5.88)
=[S [ H P dwe!
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Na Equacao (5.88) as matrizes dentro da integral sdo matrizes diagonais, gerando-se

uma expressao simétrica. Substituindo-se a Equagao (5.88) na Equagdo (5.87) obtém-se

0R,0) 1[0
= —2n{2axj S (W) [ H(wW) [ dw +4]

o[ 'S (w >6'H(W)' dwp' }

"0 (W)|H( VP dwpT

(5.89)

2
Na Equagao (5.89) as derivadas @ GSa(w) ol ngﬂ sao as derivadas dos
X X

autovetores, PSDF das cargas generalizas e da fun¢do de transferéncia, respectivamente,
que foram apresentadas nos itens anteriores. Uma vez determinada a sensibilidade da

autocorrelagdo da resposta, a derivada o desvio padrdo € obtida diretamente, da seguinte

maneira:
o’ =R_(0) (5.90)
Derivando ambos os lados em relagdo a variavel de projeto tém-se que:
2
0c :é’RX(O)_)268_G:6RX(0)_)6_G:L6RX(O) (5.91)
Ox ox ox Ox ox 20 Ox

Onde a derivada da autocorrelagdo da resposta ¢ dada pela Equacdo (5.89).
5.6.3.1 - O METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

A derivada da autocorrelagcdo da resposta em relagdo a uma variavel de projeto

pelo método das diferengas finitas, ¢é:

R0 _R,Ox+A)-R 0% _
- Ax
* ) . ) i i . (5.92)
1 ¢(X+AX)KSf (W, x+Ax) | Hw, x+Ax) [ Jdw" (x+Ax) —¢(X)f:5f (w,x) | H(w,x) [ Jdwo' (x)
o Ax
5.7 — SENSIBILIDADE DA FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Considere a expressdo para a probabilidade, apresentada no Capitulo 3 e

reescrita aqui como:
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Pr(y):J- ! e % dy (5.93)
Y max

A variavel de integragao na Equacao acima ¢ y, para ndo confundir com a variavel de
projeto x. A derivada da Equagdo (5.7.1) em relacdo a uma variavel de projeto ¢ dada

por:

dPi(y) _ dPi(y) do, i T G dya;’_x (5.94)
y

1
oy oo oy - SoA2m| o ? c.'

X y y

Onde a derivada do desvio padrdo ¢ obtida pela Equacao (5.91), em fun¢do da derivada

da autocorrelagdo da resposta que ¢ dada pela Equagao (5.89)
5.8 — EXEMPLOS DE ANALISE DE SENSIBILIDADE

Dadas as expressdes acima seguem dois exemplos para ilustrar a andlise de
sensibilidade de uma estrutura submetida a carregamento aleatério. Os resultados
apresentados foram obtidos utilizando o Método Analitico para a diferenciacdo das
matrizes de rigidez e massa ¢ o Método da Diferencas finitas para validagdo dos

resultados. Esses resultados estdo publicados em Alves et al 2000.
5.8.1 - PORTICO DE DUAS BARRAS

O primeiro exemplo ¢ de um portico de duas barras apresentado na Figura 5.1
As variaveis de projeto consideradas foram as alturas das segdes transversais das duas
barras. Os resultados obtidos para analise de sensibilidade dos autovalores, autovetores,
PSDF das cargas generalizadas, da autocorrelagdo da resposta e do desvio padrao
seguem abaixo. Para esse exemplo as propriedades do material sdo (E=1x 10" KN/m?,

p=2500 Kg/m3) e as dimensodes das se¢des sao (b=0.1 me h 0.15 m).
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Nas tabelas que serdo apresentadas com o resultado da analise de sensibilidade,

utilizou-se o Método Analitico (MA) e o Método das Diferengas Finitas, com o valor de

[ .

Fig. 5.1 - Portico de Duas Barras

Ax variando 1x107 a 1x107.

A primeira tabela traz os resultados comparativos para os autovalores. Pode-se

perceber que nessa tabela o resultado converge para Ax=1x10".

TABELA 5.1 - SENSIBILIDADE DOS AUTOVALORES EM RELACAO A h;

S0

Autovalor MA MDF(1E-2) | MDF(IE-4) | MDF(I1E-7)
1 1,205E+02 1,252E+02 | 1,205E+02 1,205E+02
2 4,588E+02 4461E+02 | 4,587E+02 4,588E+02
3 9,840E+03 9,949E+03 | 9,842E+03 9,840E+03
4 8,593E+03 9253E+03 | 8,598E+03 8,593E+03
5 1,059E+04 1,049E+04 | 1,059E+04 1,059E+04
6 ~1,280E+04 -1,234E+04 | -1,280E+04 -1,280E+04

As proximas tabelas apresentam o resultado da sensibilidade dos autovetores. A analise

de sensibilidade dos autovetores foi feita utilizando o Método Modal Modificado

(MMM) (Wang,1992) e o método das Diferencas Finitas.
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TABELA 5.2 - SENSIBILIDADE DO 12 AUTOVETOR EM RELACAO A h,

MMM MDF(IE-2) | MDF(1IE-4) | MDF(1E-7)
2,099E-01 2,185E-01 | 2,100E-01 2,099E-01
1,757E-03 1,783E-03 1,757E-03 1,757E-03
-3,577E-01 -3,708E-01 | -3,578E-01 -3,577E-01
2,089E-01 2,174E-01 | 2,090E-01 2,089E-01
1,600E-01 1,739E-01 1,601E-01 1,600E-01
4,272E-01 4553E-01 | 4,275E-01 4,272E-01

TABELA 5.3 - SENSIBILIDADE DO 22 AUTOVETOR EM RELACAO A h,

MMM MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7)
4,401E-02 3471E-02 | 4,392E-02 4,401E-02
-9,103E-04 -3,946E-04 | -9,048E-04 -9,103E-04
1,530E+00 1,461E+00 | 1,529E+00 1,530E+00
3,832E-02 2,914E-02 | 3,822E-02 3,832E-02
1,968E-01 2,183E-01 1,970E-01 1,968E-01
-5,253E-01 -4,576E-01 | -5246E-01 -5,253E-01

TABELA 5.4 - SENSIBILIDADE DO 32 AUTOVETOR EM RELACAO A h;

MMM MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(IE-7)
6,874E-02 5,450E-02 | 6,860E-02 6,874E-02
1,465E-01 1,509E-01 1,465E-01 1,465E-01

-4,550E+00 ~4,.844E+00 | -4,553E+00 ~4,550E+00
1,106E-01 9475E-02 | 1,105E-01 1,106E-01
4,410E-01 4444E-01 | 4411E-01 4,410E-01

-4,306E+00 ~4,584E+00 | -4,309E+00 ~4.306E+00

TABELA 5.5 - SENSIBILIDADE DO 42 AUTOVETOR EM RELACAO A h,

MMM MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7)
1,033E-01 1,081E-01 1,033E-01 1,033E-01
5,653E-01 4,990E-01 | 5,646E-01 5,653E-01
3,071E+00 3,081E+00 | 3,071E+00 3,071E+00
1,828E-01 1,954E-01 1,829E-01 1,828E-01
9,462E-02 1,276E-01 | 9,495E-02 9,462E-02
-3,155E+00 -3,910E+00 | -3,163E+00 -3,155E+00

TABELA 5.6 - SENSIBILIDADE DO 52 AUTOVETOR EM RELACAO A h,

MMM MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(IE-7)
1,369E-02 1,492E-02 | 1,370E-02 1,369E-02
-3,246E-02 “6,464E-02 | -3281E-02 -3,246E-02
-1,458E+00 “1,I71E+00 | -1,455E+00 _1,458E+00
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3,896E-02 4,278E-02 3,899E-02 3,896E-02
1,706E-01 1,540E-01 1,704E-01 1,706E-01
-3,686E+00 -3,346E+00 | -3,683E+00 -3,686E+00

TABELA 5.7 - SENSIBILIDADE DO 62 AUTOVETOR EM RELACAO A h,

MMM MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7)
-2,532E-01 2,455E-01 | -2,531E-01 -2,532E-01
1,912E-03 2,026E-03 1,913E-03 1,912E-03
2,936E-01 3,112E-01 2,938E-01 2,936E-01
-9,447E-02 9,116E-02 | -9,444E-02 -9,447E-02
-2,724E-03 -2,904E-03 | -2,726E-03 -2,724E-03
4,001E-02 4267E-02 | 4,004E-02 4,001E-02

Percebe-se que os resultados sdo os mesmo para 0 MMM e para o MDF utilizando um
Ax=1x10".
A proxima tabela apresenta-se os resultados da sensibilidade da matriz das

cargas generalizadas (Sy). Da mesma, forma utilizou-se 0 MA e o MDF para avaliar os

resultados da analise.

TABELA 5.8 - SENSIBILIDADE DA MATRIZ ESPECTRAL
DAS CARGAS GENERALIZADAS EM RELACAO A h,

S MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7)
1 -6,94E-03 -7,15E-02 -6,97E-02 -6,94E-03
2 -1,59E-03 -1,43E-02 -1,81E-02 -1,59E-03
3 7,43E-04 3,02E-03 3,73E-03 7,43E-04
4 6,26E-04 2,51E-03 2,18E-03 6,26E-04
5 4,89E-05 9,03E-05 7,89E-05 4,89E-05
6 7,11E-03 -9,19E-02 -9,60E-02 7,11E-03

Percebe-se que os resultados pelo MDF convergem quando Ax=1x10".

Na tabela 5.9 sdo apresentados os resultados da analise de sensibilidade da

Autocorrelagdo da resposta pelo Método Analitico e por Diferencas Finitas.
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TABELA 5.9 - SENSIBILIDADE DA AUTOCORRELACAO DA RESPOSTA EM

RELACAO A h;
Rx MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) MDF(1E-7) Erro(%)

(MDF(1e-7)

1 1,252E-05 8,210E-08 1,263E-05 1,261E-05 -7,332E-01

2 -1,397E-06 5,269E-07 -1,205E-06 -1,358E-06 2,764E+00

3 3,033E-04 5,511E-06 3,059E-04 3,055E-04 -7,360E-01

4 2,351E-04 -4,095E-06 2,378E-04 2,369E-04 -7,482E-01

5 4,269E-05 -1,589E-06 4,334E-05 4,308E-05 -8,995E-01

Da mesma forma sdo apresentados os resultados da andlise de sensibilidade das

grandezas citadas anteriormente, em relacdo a ho.

TABELA 5.10 - SENSIBILIDADE DOS AUTOVALORES EM RELACAO A h,

Autovalor MA MDF(1E-2) | MDF(1IE-4) | MDF(IE-7)
1 -2,664E+01 2,649E+01 | -2,664E+01 -2,664E+01
2 2,199E+02 1,986E+02 | 2,197E+02 2,199E+02
3 1,055E+04 1,082E+04 | 1,055E+04 1,055E+04
4 2,217E+04 1,785E104 | 2,214E+04 2,217E+04
5 4,194E+03 1,095E+04 | 4,253E+03 4,194E+03
6 1,329E+04 1286E+04 | 1,328E+04 1,329E+04

TABELA 5.11 - SENSIBILIDADE DO 12 AUTOVETOR EM RELACAO A h,

MMM MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7)
6,727E-02 8,063E-02 | 6,743E-02 6,727E-02
-2,101E-04 2,137E-04 | -2,102E-04 -2,101E-04
-1,316E-01 -1,522E-01 | -1,318E-01 -1,316E-01
6,761E-02 8,097E-02 | 6,776E-02 6,761E-02
-7,429E-01 -6,884E-01 | -7,424E-01 -7,429E-01
-1,061E+00 -9,675E-01 | -1,060E+00 -1,061E+00

TABELA 5.12 - SENSIBILIDADE DO 22 AUTOVETOR EM RELACAO A h,

MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7)
3,016E-01 2,812E-01 3,014E-01 3,016E-01
-8,352E-03 -7,920E-03 | -8,348E-03 -8,352E-03
-1,628E+00 “1,538E+00 | -1,627E+00 ~1,628E+00
3,007E-01 2,805E-01 3,005E-01 3,007E-01
2,750E-01 2,888E-01 | 2,752E-01 2,750E-01
1,313E+00 12836400 | 1,313E+00 1,313E+00
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TABELA 5.13 - SENSIBILIDADE DO 32 AUTOVETOR EM RELACAO A h,

MMM MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7)
-1,331E-01 -1,339E-01 | -1,332E-01 -1,331E-01
-4,467E-02 -4,759E-02 | -4,470E-02 -4,467E-02
1,987E+00 1,469E+00 | 1,981E+00 1,987E+00
-1,373E-01 -1,399E-01 | -1,3374E-01 -1,373E-01
-4,929E-01 -4,449E-01 | -4,924E-01 -4,929E-01
7,463E+00 6,651E+00 | 7,454E+00 7,463E+00

- SENSIBILIDADE DO 42 AUTOVETOR EM RELACAO A h,

TABELA 5.14

MMM MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7)
-1,543E-01 -1,407E-01 | -1,542E-01 -1,543E-01
-2,774E+00 -2,889E+00 | -2,777E+00 -2,774E+00
-9,654E+00 -1,104E+01 | -9,668E+00 -9,654E-+00
-2,123E-01 2,052E-01 | -2,122E-01 -2,123E-01
4,429E-01 6,164E-01 4,448E-01 4,429E-01
-8,055E+00 -1,184E+01 | -8,095E+00 -8,055E+00

TABELA 5.15 - SENSIBILIDADE DO 52 AUTOVETOR EM RELACAO A h,

MMM MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(IE-7)
4,460E-02 3,813E-02 | 4,459E-02 4,460E-02
-1,656E+00 2,144E+00 | -1,661E+00 ~1,656E+00
1,082E+01 1,I08E+01 | 1,083E+01 1,082E+01
1,009E-01 9,546E-02 | 1,010E-01 1,009E-01
-8,324E-01 -8,638E-01 | -8333E-01 -8,324E-01
1,742E+01 1,817E+01 | 1,744E+01 1,742E+01

TABELA 5.16 - SENSIBILIDADE DO 62 AUTOVETOR EM RELACAO A h,

MMM MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7)
-5,561E-02 -5,823E-02 | -5,564E-02 -5,561E-02
1,362E-03 1,438E-03 1,363E-03 1,362E-03
-5,795E-02 5,313E-02 | -5,790E-02 -5,795E-02
7,298E-01 6,928E-01 7,294E-01 7,298E-01
-1,650E-03 -1,737E-03 | -1,651E-03 -1,650E-03
2,731E-02 2,912E-02 | 2,733E-02 2,731E-02
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TABELA 5.17 - SENSIBILIDADE DA MATRIZ ESPECTRAL DAS
CARGAS GENERALIZADAS EM RELACAO A h,

Sf MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7)
1 -2,245E-03 2,662E-02 | -2,237E-02 -2,245E-03
2 ~1,246E-02 -1,142E-01 | -1,240E-01 -1,246E-02
3 -9,227E-04 -6,909E-03 | -7,225E-03 -9,227E-04
4 ~7,271E-04 2,569E-03 | -3,244E-03 7,271E-04
5 1,268E-04 2,485E-04 | 2,570E-04 1,268E-04

6 -5,480E-02 2,201E-02 | -2,109E-02 -5,480E-02

Da mesma forma que as sensibilidades em relacdo a h;, as sensibilidades em
relacdo a h, das grandezas sdo as mesmas para MA e para o MDF entre 10* ¢ 107. Na
tabela 5.18 sdo apresentados os resultados da sensibilidade da autocorrelacdo da

resposta em relagdo a h,.

TABELA 5.18 — SENSIBILIDADE DA AUTOCORRELACAO DA RESPOSTA

EM RELACAO A h,

Rx MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) MDF(1E-7) Erro(%)
1 1,611E-05 -8,602E-07 1,572E-05 1,586E-05 1,556E+00
2 2,372E-06 -7,394E-07 2,251E-06 2,121E-06 1,183E+01
3 3,963E-04 -2,370E-05 3,862E-04 3,898E-04 1,685E+00
4 3,083E-04 -2,413E-05 2,993E-04 3,031E-04 1,701E+00
5 7,725E-05 7,528E-06 7,599E-05 7,591E-05 1,773E+00

Para a autocorrelagio da resposta percebe-se novamente que tem um erro grande no 6
termo.
Na Tabela 5.19 que segue sdo apresentados a sensibilidade do desvio padrdo em relagao

ah1 [ hz.

TABELA 5.19 - SENSIBILIDADE DO DESVIO PADRAO EM RELACAO AS

VARIAVEIS DE PROJETO
do/dh; MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(E-7) | Erro (%)
1 4,544E-01 3,982E-04 4,592E-01 4,578E-01 -7,626E-01
2 6,140E-01 -3,216E-02 5,980E-01 6,036E-01 1,697E+00

Pode-se observar que o erro para o desvio padrdo ¢ menor que 2% para menos quando
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se utiliza 0 MDF com Ax=10".

5.8.2 - TRELICA DE 5 BARRAS

O segundo exemplo ¢ a trelica de 5 barras apresentada na Figura 5.2. Para a
trelica considerou-se como variaveis de projeto as areas das secodes transversais das
barras. As sensibilidades das mesmas grandezas do exemplo 5.7.1 serdo apresentadas

para este exemplo. Os resultados serdo apresentados nas tabelas a seguir.

i

S
@
OIS

RS

N
)

Fig. 5.2 - Treliga de 5 Barras

Para esse exemplo as propriedades do material sio (E=1x 10’ KN/m* p=2500
Kg/m®) e a 4rea da secio transversal é de 5 cm”.

Para esse exemplo, foi feita a analise de sensibilidade das mesmas grandezas do
exemplo anterior. Porém serdo apresentados somente os resultados da andlise de
sensibilidade da PSDF das cargas generalizadas, autocorrelagdo da resposta e do desvio
padrdo. Os resultados para a analise de sensibilidade dos autovalores e autovetores
convergiram pelo MDF para um Ax=10". Esses resultados podem ser conferidos em
funcdo dos resultados obtidos para PSDF das cargas generalizadas, Autocorrelacdo da

resposta e do desvio padrao que dependem diretamente dessas grandezas.
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Sensibilidade em relacdo a A;:

TABELA 5.20 - SENSIBILIDADE DA MATRIZ ESPECTRAL DAS CARGAS
GENERALIZADAS EM RELACAO A A,

S MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) MDF(1E-7)
1 1,637E+04 | -6,192E+03 | -1,611E+04 _1,637E+04
2 1,960E+04 | 4,484E+03 1,946E+04 1,959E-+04
3 2,079E+04 | -4,767E+03 | -2,063E+04 -2,079E+04
4 3,734E+04 | -1,627E+04 | -3,686E+04 _3,734E+04

TABELA 5.21 — SENSIBILIDADE DA AUTOCORRELACAO DA RESPOSTA

EM RELACAO A A,

Rx MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7) | Erro(%)
1 -3,412E-03 | -6,593E-05 -2,430E-03 -3,409E-03 | 9,183E-02
2 -4,813E-02 | -1,219E-03 -3,559E-02 -4,815E-02 [-5,503E-02
3 -5,015E-02 | -1,243E-03 -3,741E-02 -5,019E-02 [-8,388E-02
4 -1,900E-02 | -4,732E-04 -1,400E-02 -1,900E-02 |-3,947E-02

Sensibilidade em relacio a A»:

TABELA 5.22 - SENSIBILIDADE DA MATRIZ ESPECTRAL DAS CARGAS

GENERALIZADAS EM RELACAO A A,

S MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) MDF(1E-7)
1 -1,422E+05 | -6,185E+04 | -1,404E+05 _1,421E+05
2 1,069E+04 | -2,413E+03 | -1,038E+04 _1,069E+04
3 _1,785E+04 | -4,420E+03 | -1,739E+04 _1,785E+04
4 -1,493E+05 | -6,386E+04 | -1,474E+05 -1,493E+05

TABELA 5.23 — SENSIBILIDADE DA AUTOCORRELACAO DA RESPOSTA

EM RELACAO A A,

Rx MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7) | Erro(%)
1 2,595E-02 -1,286E-04 6,345E-03 2,591E-02 1,683E-01
2 3,705E-01 -1,225E-03 1,106E-04 3,715E-01 |-2,638E-01
3 5,066E-01 -1,681E-03 -7,481E-04 5,079E-01 -2,634E-01
4 1,621E-01 -5,839E-04 5,486E-03 1,624E-01 |-1,940E-01
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Sensibilidade em relacdo a A;:

TABELA 5.24 - SENSIBILIDADE DA MATRIZ ESPECTRAL DAS CARGAS

GENERALIZADAS EM RELACAO A A;

Sf MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) MDF(1E-7)
1 8,019E+03 | -3212E+03 | -7,902E+03 _8,019E+03
2 _1,638E+04 | -2,653E+03 | -1,608E+04 ~1,638E+04
3 1,772E+04 | 1,263E+03 1,733E+04 1,772E+04
4 6,670E+03 | 4,603E+03 | 6,646E+03 6,670E+03

TABELA 5.25 — SENSIBILIDADE DA AUTOCORRELACAO DA RESPOSTA

EM RELACAO A A;

Rx MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7) | Erro(%)
1 -3,161E-03 | -4,495E-05 -2,276E-03 -3,177E-03 |-5,017E-01
2 -3,315E-02 | -2,895E-04 -2,457E-02 -3,310E-02 1,408E-01
3 -6,140E-02 | -1,606E-03 -4,538E-02 -6,133E-02 | 1,127E-01
4 -1,784E-02 | -3,289E-04 -1,314E-02 -1,784E-02 1,065E-02

Sensibilidade em relacdo a Ay

TABELA 5.26 - SENSIBILIDADE DA MATRIZ ESPECTRAL DAS CARGAS
GENERALIZADASEM RELACAO A A,

Sf MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) MDF(1E-7)
1 -9,706E+03 | -4,088E+03 | -9,596E+03 -9,706E+03
2 2,234E+04 | 9,375E+03 | 2,240E+04 2,234E+04
3 9,706E+03 | -3,206E+03 | -9,874E+03 -9,706E+03
4 2,927E+03 | -2,081E+03 | -2,931E+03 -2,927E+03

TABELA 5.27 — SENSIBILIDADE DA AUTOCORRELACAO DA RESPOSTA

EM RELACAO A A4
Rx MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7) | Erro(%)
1 -1,003E-02 7,155E-05 -4,591E-03 -9,990E-03 | 3,950E-01
2 -1,528E-01 | -1,189E-03 -6,809E-02 -1,527E-01 9,627E-02
3 -1,936E-01 | -8,492E-04 -8,604E-02 -1,934E-01 9,462E-02
4 -6,406E-02 | -2,331E-04 | -2,863E-02 -6,397E-02 | 1,429E-01
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Sensibilidade em relacdo a As:

TABELA 5.28 - SENSIBILIDADE DA MATRIZ ESPECTRAL DAS CARGAS

GENERALIZADAS EM RELACAO A As

St MA MDF(E-2) | MDF(1E-4) MDF(1E-7)
1 -3,987E+04 | -2,066E+04 -3,949E+04 -3,987E+04
2 -2,031E+04 | -2,439E+03 -1,982E+04 -2,031E+04
3 2,046E+04 | 3,343E+03 1,999E+04 2,045E+04
4 -3,792E+04 | -1,600E+04 -3,742E+04 -3,792E+04

TABELA 5.29 — SENSIBILIDADE DA AUTOCORRELACAO DA RESPOSTA

EM RELACAO A As
Rx MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1E-7) | Erro(%)
1 -9,811E-03 | -2,975E-05 -4,554E-03 -9,851E-03 |-4,087E-01
2 -1,413E-01 | -8,522E-04 -6,276E-02 -1,411E-01 1,368E-01
3 -2,081E-01 | -1,562E-03 -9,264E-02 -2,079E-01 1,357E-01
4 -6,342E-02 | -3,069E-04 | -2,838E-02 -6,339E-02 | 5,080E-02

TABELA 5.30 — SENSIBILIDADE DO DESVIO PADRAO EM RELACAO

AS VARIAVEIS DE PROJETO

do/dA; MA MDF(1E-2) | MDF(1E-4) | MDF(1IE-7) | Erro(%)
1 9,900E+00 | -2,462E-01 | -7,337E+00 | -9,906E+00 |-6,037E-02
2 8,737E+01 | -2,968E-01 | 9,183E-01 | 8,759E+01 |-2,426E-01
3 9,479E+00 | -1,861E-01 | -7,003E+00 | -9,471E+00 |8,817E-02
4 3,450E+01 | -1,805E-01 | -1,537E+01 | -3,446E+01 | 1,097E-01
5 3,467E+01 | -2,257E-01 | -1,545E+01 | -3,463E+01 | 1,106E-01

Pode-se perceber que para esse exemplo os valores das sensibilidades pelo MDF
convergem para um Ax entre 10 e 107 para os valores calculados pelo MA. Esses
resultados obtidos nos dois exemplos pelo MDF validam as equagdes obtidas

analiticamente para a analise de sensibilidade obtida pelo MA/MMM.

5.8.3 - A ANALISE DE SENSIBILIDADE PARA PLACAS

A determinagdo dos gradientes para o calculo da direcdo de busca foi feita

utilizando o Método Analitico (MA) para as restricdes. Alves et al (2000) faz um estudo
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completo da analise de sensibilidade da resposta de estruturas submetidas a vibragdes
aleatorias. Nesse estudo ¢ validada as equacdes analiticas desenvolvidas para a andlise
de sensibilidade comparando-as com o Método das Diferengas Finitas (MDF). No
proximo item € apresentado um exemplo da andlise de sensibilidade para estruturas de

placas.

5.8.3.1 - EXEMPLO DE ANALISE DE SENSIBILIDADE PARA PLACAS

Apresenta-se um exemplo da analise de sensibilidade da resposta de estruturas
de placas submetidas a vibragdes aleatorias. O exemplo ¢ de uma placa quadrada
(Figura 5.3) isotrépica com um carregamento do tipo ruido branco aplicado no centro da
placa com Sg=0.4 g*/Hz. A placa é engastada nos quatro bordos. Devido a simetria da
estrutura modelou-se apenas % da placa com uma malha 4x4. A placa possui modulo de
Elasticidade (E=2.6E+10 N/m?) coeficiente de Poison (v=0.3) ¢ modulo de Elasticidade
transversal (G=1.0E+10 N/m?). O problema foi considerado com 4 variaveis de projeto,
onde as variaveis de projetos foram distribuidas como apresentado na Figura 5.3. O
resultado da sensibilidade do desvio padrdo em relacdo as varidveis de projeto ¢
apresentado na tabela 1.

v 4

7

=)

2

Fig. 5.3 - Placa Simétrica Modelada para Otimiza¢do com malha 4x4.

Condigdes de Apoio C/C/C/C.
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v A

Fig. 5.4 — Distribuicao das 4 variaveis de projetos entre os elementos da placa.

TABELA 5.31 - RESULTADO PARA A ANALISE DE SENSIBILIDADE DA

PLACA DA FIGURA 5.3.
dc - MA MDF(Ax=107?) MDF(Ax=10") MDF(Ax=10"°)
1 -2.94146x10 -2.91984x10 -2.94125x10 -2.94146x10
2 -6.63372x107 -6.74577x107 -6.63484x107 -6.63371x107
3 -2.17118x10 -2.15883x10-2 -2.17106x10 -2.17118x10
4 1.16199x10 1.16657x10-2 1.16203x10 1.16199x10

De acordo com os resultados da Tabela 5.31, os resultados da sensibilidade do desvio
padrdao calculado pelo método das diferengas finitas, convergem para os resultados
calculado pelo método analitico para um valor de Ax=10°. Esses resultados nos

assegura fazer a otimizagdo da estrutura de placa com seguranga.

5.8.3.2 - ANALISE DE SENSIBILIDADE E OTIMIZACAO DE PLACA
SANDUICHE

O segundo exemplo ¢ o de uma placa sanduiche, como a apresentada na Figura
5.5. Esse tipo de estrutura ¢ muito utilizado em projetos astronduticos, pois possuem
baixo peso e alta rigidez a flexdo. O nucleo da placa tem a forma de colméia. Da mesma
forma que no exemplo anterior, a estrutura foi modelada com uma malha 4x4 ¢ a

excitacdo utilizada foi do tipo ruido branco com o valor de So=0.4 g*/Hz.
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Fig. 5.5 — Painel Sanduiche.

TABELA 5.32 - CARACTERISTICAS DOS MATERIALIS.

Caracteristica Valor
Aluminio 2024-T3 Material Isotrépico
Médulo de Elasticidade E=6.80E+10 N/m’
Moédulo de Cisalhamento G=2.56E+10 N/m’
Coeficiente de Poison v=0.33
Densidade p=2700.0N/m’
Colméia de Aluminio Material Ortotropico 2D
3/8-5052-0.0015
Modulos de Cisalhamento G12=1.0e+6 N/m’
G12z=2.206E+8 N/m’
G2z=1.117E+8 N/m’
Coeficiente de Poison v=0.33
Densidade p=36.8N/m’

Na Tabela 5.33 segue os resultados da analise de sensibilidade do desvio padrao

considerando as faces como uma variavel de projeto e a colméia como outra variavel de

projeto.

TABELA 5.33 - RESULTADOS DA ANALISE DE SENSIBILIDADE PARA

PLACA SANDUICHE
MA MDF(Ax=10"?) | MDF(Ax=10"*) | MDF(Ax=10"%) | MDF(Ax=10"%)
oo 6.05676x10" 133341 5.97323x10" | 6.04506x10" | 6.05668 x10"
oh,
oG 7.12481x10° | 8.12568ex10™" | 7.8568x10° | 7.22467x10° | 7.12568x107
oh,
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Da mesma forma que os casos anteriores, os valores da sensibilidade calculados pelo
MDF convergem para os valores calculados pelo MA. Neste caso pode-se observar que
os valores da sensibilidade em relagdo a face sdo bem maiores do que os valores em
relacdo a espessura da colméia. Pode-se concluir com este resultado que a varidvel que

tera maior peso durante o processo de otimizacgao sera as faces das placas sanduiche.
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CAPITULO 6

FORMULACAO DO PROBLEMA

6.1. - APRESENTACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

O presente trabalho tem por objetivo o estudo de minimizagdo do peso de
estruturas reticuladas (porticos e trelicas) e estruturas de placas sanduiche submetidas a
carregamentos de vibragdes aleatorias. Para o problema de estruturas trelicadas estara
sendo considerada como varidveis de projeto a area da secdo transversal do elemento,
uma vez que o elemento so6 trabalha sob esfor¢os axiais. Para as estruturas de portico, o
efeito predominante ¢ o de flexdo. Nesse caso serdo consideradas como variaveis de
projeto as dimensdes da se¢do transversal (b, h), em se tratando de se¢do transversal
retangular. Para os problemas de placas sanduiche serdo consideradas como varidveis de

projeto as espessuras das camadas que formam a placa.
6.2. - O CARREGAMENTO CONSIDERADO

O tipo carregamento considerado nos problemas de otimizac¢do sdo as vibragdes
aleatorias. Esse carregamento ¢ definido pela PSDF da excitagdo, que pode ser

representada graficamente conforme mostrado; na Figura 6.1. No programa de analise,

esse carregamento ¢ considerado por faixas.
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Fig. 6.1 - PSDF da Excitacdo de um Carregamento Aleatorio.
6.3 — A FORMULACAO GERAL DO PROBLEMA

O problema de otimizagdo de estruturas submetidas a um carregamento de
vibragdes aleatdrias pode ser formulado da seguinte maneira:

Deseja-se minimizar a massa de uma estrutura, seja ela composta
de portico, trelica ou placa sanduiche, submetida a um
carregamento aleatorio, de modo que, em um determinado ponto
da estrutura, a probabilidade do deslocamento ou aceleragao ser
maior que um deslocamento ou aceleragdo maxima, seja menor
que uma probabilidade maxima.

Dessa forma pode-se estabelecer uma faixa em que a estrutura estara
trabalhando com uma certa seguranga, para o carregamento em questdo. De uma forma
matematica, o problema pode ser colocado da seguinte maneira:

Min P = pz Vi

Sujeito a: Pr(Xi>Xmax)<Pmax (6.1)

PI‘( x, > .‘X'max )SPmaxl

ViSvi vy
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Onde:
p: massa especifica do material;
vi: variavel de projeto que pode ser a area da secdo transversal, ou as suas
dimensodes (b, h), ou a espessura das camadas da placa sanduiche;
xi: deslocamento em um determinado ponto do modelo de elementos finitos;

Xmax. deslocamento maximo admissivel no ponto Xx;

Xi,Xma: aceleracdo no no e aceleracdo maxima preestabelecida no estudo;

Pmax : probabilidade méxima estabelecida pelo usuario, por exemplo (10%, 15%);

vi € vy limites inferiores e superiores das variaveis de projeto

No problema acima, tem-se que a Pr(x{>Xmax) ¢ dada pela seguinte Equagao:

Pr(x, > x,0) = | p(x,)dx 62)

X

Onde p(xj) ¢ a curva de distribuicdo normal ou Gaussiana que ¢ dada por:

p(x,) = m%e 63)

Para o problema estudado, os processos sdo ergdodicos com média nula. Dessa

forma a Equacao (6.3) se torna:

p(x,) = ;e“)} (6.4)
= T,

i

As equacOes apresentadas anteriormente para os deslocamentos sdo validas

também para as aceleragdes, bastando apenas substituindo x; por x;.
O desvio padrio para o deslocamento de uma estrutura submetida a um

carregamento aleatorio € dado por
1 o - -
0L =R, (0)=——0[ S, ()| Hw)[" dug’ (6.5)

Para a aceleracdo em um determinado no, o desvio padrao ¢ dado por
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400 4 _ _ _
o[w S, (W)IHW) dwe' (6.6)

—00

1
2
x" = qu 0 =—
c 0) o
As restrigdes laterais do problema de otimizagdo sdo transformadas em restrigao
de desigualdade. Dessa forma tem-se que:
Vv > vi-v<0. (6.7)

v<v, > v - v<0 (6.8)

6.4 - O ALGORITMO DE OTIMIZACAO UTILIZADO

Para resolver os problemas propostos acima sera utilizado os Algoritmo dos
Pontos Interiores (Herskovits 1995), cujos fundamentos matematicos dos métodos,
foram apresentados no capitulo 4. O algoritmo dos Pontos Interiores gera um conjunto
de solugdes vidveis, ou seja, todos os projetos intermediarios estdo dentro do espago de

projeto, a partir de um ponto inicialmente viavel.
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CAPITULO 7

EXEMPLOSDE APLICACAO DA FORMULACAO PROPOSTA

7.1. INTRODUCAO

Apés a descricdo da formulagdo dos problemas de otimizagdo mostrada no
Capitulo 6, apresenta-se neste capitulo os exemplos de aplicacdo dessa formulacéo.

O primeiro grupo de exemplos tratara da otimizacdo de estruturas reticuladas,
porticos e trelicas. Esse tipo de estrutura é utilizado, por exemplo, em projetos prediais,
industriais, e usinas nucleares. Em algumas situagOes essas estruturas séo projetas para
suportar carregamentos aleatérios. O segundo grupo de exemplos se referentes a
estruturas de placas, que podem ser homogéneas ou do tipo sanduiche. Estruturas de
placas sanduiche sdo muito utilizadas em projetos aeroespaciais, onde se necessita de
estruturas com alta rigidez e baixo peso estrutural. O terceiro grupo de exemplos fard
uma comparacdo entre a otimizagcdo considerando eem carregamentos dinamicos
(deterministica) e vibragdes aeatérias (probabilistica). A otimizagdo deterministica
apresentada nesse trabalho fei esta baseada na tese de doutorado de Falco (2000). Em
sua dissertagéo, a autora estudou a otimizagdo de estruturas reticuladas e de placas,

quando submetidas a carregamentos dinamicos.
7.2- EXEMPLOSDE APLICAC}AO PARA ESTRUTURASRETICULADAS
7.2.1-EXEMPLO DE VALI DAC}AO

Para validar a formulagdo apresentada; foi feita a andlise e otimizacdo da
estrutura com 2 graus de liberdade; apresentada na Figura 7.1, cuja solucdo pode ser

determinada graficamente. A massa da estrutura foi considerada como sendo
concentrada e a excitagdo € do tipo ruido branco, cuja funcdo de densidade espectral
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(PSDF) é foi dada por: $=0.1¢f/Hz. Essa estrutura possui as seguintes dimensdes: b =
0.1 meh=0.1m, eo mddulo de Elasticidade: (E=1x10° MPa).

O objetivo dessa andlise € minimizar as massas my € mp, de modo que a
probabilidade do deslocamento ser menor que 1 cm fosse maior que 90%. Para essa
restricado encontrou-se que o desvio padréo deveria ser igual a 0.0078028. Assim sendo,
0 problema de otimizagédo pode ser expresso da seguinte forma:

Min p=m+m

ST. s(my,mz)=0.0078028 (7.0

A expressdo do desvio padréo € obtida em funcdo de m e mp utilizando-se a
Equacéo (3.5).

—y— M7 e 5

L=1m

L=Ilm

Fig. 7.1 - Estrutura com 2 graus de liberdade e Massas Concentradas m, e mp.

Da Equacéo (7.1) do problema de otimizagéo, tem-se que:

Mp=-my+p (7.2

Com a determinagdo da Equacdo do desvio padréo em fungdo de my e np, gerou-
se a familia de curvas mostrada na Figura 7.2, substituindo a Equacéo (7.2) na Equacéo
(7.1). Dessa familia de curvas, extraiu-se a curva que atendia a restricdo de projeto, que
segue na Figura 7.3. Com curva, determinou-se os valores de ny e mp que
minimizam a fungdo objetivo e atendem a restricdo. Os valores sdo: m=0.10 (unid.
massa) e mp=0.650 (unid. de massa).

Uma vez determinada a solugdo gréfica do sistema, determinou-se a solugédo

utilizando os agoritmos de otimizacdo. Essa solugdo foi determinada utilizando o
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algoritmo de Programacdo Quadrética Seqliencial (ver Vanderplats, 1998), baseado no

Método de Lemke(1968). Um resumo dos passos da otimizacéo segue na Tabela 7.1.

c=0.75

121
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0.2+

ol ooz

0.0 0

0.1z

Fig. 7.2 - Grafico do Desvio Padréo em funcdo de my para diferentes valores de c.
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TABELA 7.1 -PASSOS DA OTIMIZACAO DO PROBLEMA DE 2 GL

Iter. 1 2 3 4 5 6 7 8 9

my 50 3.775 1.938 1.019 0.559 0.317 0.1 0.1 0.1

my 50 7.431 5.265 3.429 2.265 1.521 0.728 0.6605 | 0.6525
F. Obj 10.0 11.206 7.203 4.428 2.824 1.838 0.828 0.7605 | 0.7525
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Como pode ser observada na Tabela anterior, a solugdo obtida numericamente

esta bem proxima da solucéo numérica. Esses resultados validam a formulacéo.
7.2.2- PORTICO DE DUASBARRAS

O segundo exemplo apresentado € um portico de duas barras com a configuracdo
apresentada na Figura 7.4. A excitacdo aeatdria do pértico é do tipo ruido branco
aplicada na dirego horizontal no né 2, com o valor de 0.2 ¢f/Hz. Utilizou-se esse tipo
de excitacdo ser constante para a toda a faixa de frequéncia e facil de ser inserida no
programa de andlise. O objetivo desse exemplo foi testar a formulagdo proposta.
Iniciou-se com um exemplo de duas variaveis e depois extendeu-se para mais variaveis.
O problema de otimizacdo possui somente com uma restricdo de projeto e sua

formulacéo que segue a baixo:

MinV = Sr bhL;
Sujeito a: Pr(u»>0.0002)<1% (7.3)
0.001£h£ 10
i s
—— 2 —_

Fig. 7.4 - Portico de Duas Barras.

A restricdo de projeto considerada foi que a probabilidade do deslocamento
horizontal no ponto 2; ser maior do que 0.2 (mm); fosse menor que 1%. O limite inferior
estabelecido na restricdo latera foi para ndo correr o risco de que uma das variaveis de

projeto tendesse a zero durante 0 processo de otimizagcdo e gerasse inconsisténcia na

158



matriz de rigidez. Para esse exemplo utilizou-se as seguintes propriedades mecanicas.
maédulo de Elasticidade, {E=2.x10" MPa), e a densidade do material,  =2500 Kg/nt).
As dimensdes iniciais da segdo transversal foram:
Largura da secdo transversal: b=0.1 m
Altura da secéo transversal : h=0.15 m;
Para a configuracdo inicial do portico, a restricdo tem um valor inicial de 0.53%. Na
Tabela 7.2 sdo apresentados alguns passos do processo de otimizagdo com os valores

das variaveis de projeto e funcéo objetivo.

TABELA 7.2 -PASSOSDE OTIMIZACAO DO PORTICO DE 2 BARRAS

Iteracdo 1 5 10 16 18
Var. deProj.
hy (M) 015 | 015274 | 014392 | 0,14120 0,14123
ha(m) 015 | 014388 | 0,13603 | 0,13411 0,13385
Fun. Obj.(Kg)/ r 0,03 | 0,029662 | 0,027996 | 0,027531 | 0,027507

Como se pode observar na Tabela 7.2, houve uma redugdo de 8.3% no valor da
funcdo objetivo. Para esse projeto 6timo a restricdo estd ativa, a probabilidade do

deslocamento horizontal no ponto 2 ser maior do que 0.2 (mm) esté préximo de 1%.
7.2.3- PORTICO DE 6 BARRAS

O terceiro exemplo é um portico composto por seis elementos, conforme
apresentado na Figura 7.5. Para esse exemplo considerou-se 0 mesmo tipo de excitacéo
do exemplo anterior, porém com um valor de 2. ¢?/Hz aplicado na direcéo horizontal do
no6 3. Para este problema forma estabel ecidas trés restri¢cdes de projeto, que sdo:
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Fig. 7.5 - Pértico de Seis Barras.

" A probabilidade do deslocamento horizontal do n6 3, ser maior que 4 mm
fosse menor que 2%:
Pr1(Us>0.004)£0.02 (7.4)
" A probabilidade do deslocamento vertical do n6 3, ser maior que 4 mm fosse
menor que 2%:
Pr2(u,3>0,006) £0,02 (7.5)
" A probabilidade da rotacgo do né 3 ser maior que 0.004 rads fosse menor que
2%:
Pr3(gz>0,004) £0,02 (7.6)
Para esse modelo, as dimensbes iniciais das barras foram:
Largura da secdo transversal: b=0.10 m;
Altura da secdo transversal: h=0.10 m.
Para as dimensdes iniciais, as probabilidades apresentadas nas equagdes (7.4) a
(7.6) sdo 0.70%, 0.54% e 0.16%, respectivamente. Para esse exemplo utilizou-se as
seguintes propriedades mecanicas. moédulo de Elasticidade, E=2x10° MPa; e a
densidade do material, r =2500 K g/nT.
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Na Tabela 7.3, apresenta-se os valores das variaveis de projeto e da fungdo

objetivo para alguns passos do processo de otimizacao.

TABELA 7.3-PASSOSDE OTIMIZACAO DO PORTICO DE 6 BARRAS

Iteracéo 1 2 3 6 9 12 15 16
Var. de Proj.
hy (M) 0,1 | 0,09151 | 0,07397| 0,06900 | 0,06643 | 0,06283 | 0,06432 | 0,06431
ha(m) 0,1 | 0,09136 | 0,07356| 0,06838 | 0,06616 | 0,06499 | 0,06346 | 0,06346
hg(m) 0,1 | 0,0918 | 0,07472| 0,06977 | 0,06694 | 0,06577 | 0,06432 | 0,06432
ha(m) 0,1 | 0,09150 | 0,07394| 0,06884 | 0,06643 | 0,06429 | 0,06379 | 0,06379
hs(m) 0,1 | 0,09919 | 0,07357| 0,06841 | 0,06619 | 0,06494 | 0,06346 | 0,06346
hg(m) 0,1 | 0,09149 | 0,07392| 0,06891 | 0,06634 | 0,06599 | 0,06430 | 0,06429
Fun, Obj, (Kg) /r | 0,06 | 0,05490 | 0,04437| 0,04133 | 0,03985 | 0,03928 | 0,03836 | 0,03836

Como se pode observar na Tabela acima, houve uma reducéo na funcéo objetivo
aproximadamente de 36,1%. Analisando as restri¢fes; para esse projeto 6timo, verifica-
Se gque a primeira restricdo esta ativa, com o valor de 2%, e as duas Ultimas restricdes

foram para zero.

7.24 - TRELICA DE 10 BARRAS

O terceiro exemplo € uma trelica composta por 10 barras. O modelo da trelica €
apresentado na Figura 7.6. Para esse modelo considerou-se a excitagdo também do tipo
ruido branco aplicada na direcdo y no n6 3, com valor de 2 ¢f/Hz. A restricdo foi que no
mesmo nd a probabilidade do deslocamento vertical do n6 ser maior do que 2 mm fosse
menor que 2%. Assim sendo, o problema pode ser escrito como:

MinV =r AiL;
Sujeito a Pr(u3>0.01)<0.02 (7.7)
0.001£AE£ 10.
Para esse exemplo, como nos outros, estabeleceu-se um limite inferior para as
varidveis de projeto a fim de que ndo se corresse o risco de que uma delas fosse para

zero e gerasse inconsisténcia na matriz de rigidez. Para o projeto inicia da trelica, a
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restricdo possui o valor de 0.38%, com o valor das areas das segdes transversais iguais a
0.005 n¥.

Fig. 7.6 - Trelicade 10 Barras.

Na Tabela 7.4, sdo apresentados os valores das variaveis de projeto e da funcdo

objetivo para cada passo da otimizac&o.

TABELA 7.4—PASSOSDE OTIMIZACAO DO TRELICA DE 10 BARRAS

Iteracéo 1 2 3 4 5...... 7 9. 10
Var. de Prgj. (nf)

Ay 0,005 | 0,00361 | 000328 | 000325 | 000324 | 0,003223 | 0,003231 | 0,003156

A, 0,005 | 0,00334 | 0,00310 | 0,00307 | 0,00306 | 0,003053 | 0,003052 | 0,003231

As 0,005 | 0,00361 | 0,00328 | 0,00325 | 0,00324 | 0,003031 | 0,003229 | 0,003052

A, 0,005 [ 0,00334 | 0,00310 | 0,00307 | 000306 | 0,003054 | 0,003054 | 0,003054

As 0,005 [ 0,00325 | 0,00303 0,003 0,003299 | 0,002986 | 002985 | 0,002985

As 0,005 | 0,00312 | 0,00293 | 0,00289 | 0,002891 | 0,002883 | 0,002883 | 0,002983

A; 0,005 0,003 | 000275 | 000273 | 0002721 | 0,002714 | 0,002714 | 0,002714

Asg 0,005 0,003 | 000275 | 000273 | 0002721 | 0,002714 | 0,002714 | 0,002714

Ag 0,005 [ 0,00301 | 0,00276 | 0,00273 | 0,002722 | 0,002715 | 0,002714 | 0,002714

Ap 0,005 [ 0,0030 | 000275 | 000273 | 000272 | 0,002713 | 0,002713 | 0,002712

Fun. Obj. (Kg)/r | 0,0583| 0,03725 | 0,0343 | 0,03397 | 0,03388 0,03379 | 0,033785 | 0,033784
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Como pode-se observar, houve um decréscimo na funcdo objetivo de 42% e a

restricao atingiu o valor fina de 2%.

7.3—EXEMPLOS DE PLACASHOMOGENEASE PLACAS SANDUICHES

Para a modelagem das estruturas de placas utilizou-se o elemento triangular de 6
nos, conhecido como AST6 (Goto, 2000) e o elemento quadrado com 4 nos R16
(Bismarck,1999). O elemento AST6 foi desenvolvido por (Sze, 1997) para estudo de
flex8o de placas e Goto(2000) faz uma extensdo para placas e cascas laminadas. O
elemento R16 foi desenvolvido para o estudo de flexdo de placas. Utilizou-se esses
elementos, entre outras razdes, porque as matrizes de rigidez e massa sdo obtidas de
forma explicita, facilitando dessa forma a determinacdo das sensibilidades para o

algoritmo de otimizagéo.

7.3.1- PLACA ISOTROPICA

O primeiro exemplo de otimizacdo de placa é a placa apresentada na Figura 7.7.
A placa possui médulo de Elasticidade (E=1.x10°MPa), coeficiente de Poison (h=0.3) e
massa especifica (r =2500kg/nT). Para esse exemplo impds-se como restricio do
problema que; a probabilidade do deslocamento no centro da placa ser maior que 1mm
fosse menor ou igual a 1%. O carregamento é do tipo ruido branco com o0 $=0.4¢//Hz e
foi aplicado no centro da placa. Foi considerado como condi¢des de apoio gque a placa
esta engastada nos 4 bordos. Devido a simetria da estrutura e do carregamento model ou-

se somente ¥4 da placa.

¥
Pr(z, >0.001) = (p(z.)dx £1% (7.8)

0.001
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Fig. 7.7 — (a) Placa analisada para otimizagao;
(b) Distribuicéo de 4 variaveis de projeto.

Para esse exempl o analisou-se o problema considerando-se inicialmente somente
uma variavel de projeto para todos os elementos da malha de elementos finitos. Em
seguida, o problema foi estudado considerando 4 variaveis de projeto, conforme
apresentado na Figura 7.7.b.

Para 0 modelo com uma Unica varidvel, o projeto 6timo encontrado é

apresentado na Tabela 7.5.

TABELA 7.5—RESULTADOS DA OTIMIZACAO DA PLACA PARA
MODELO COM 1 VARIAVEL DE PROJETO

Var. de Projeto(m) Funcao Objetiva(nr) Restrigédo(%)
Inicial 1.00x10“ 1.00 x10° 0.27
Final 8.29x10° 8.29x10° 1.0

Como se pode observar na Tabela 7.5, houve uma reducédo na funcéo objetivo de
17,1% e arestricdo se torna ativa no final da otimizacéo.

Para o problema com 4 variaveis, o projeto 6timo é o apresentado na Figura 7.8,
com a distribuicdo das espessuras ao longo dos elementos. Segue na Tabela 7.6 o

resumo dos valores das varidveis de projeto, funcédo objetivo e restricdo do problema.
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Fig. 7.8 - Distribuicdo da espessura na placa considerando 4 variaveis de projeto.

TABELA 7.6 —RESULTADOS DA OTIMIZACAO DA PLACA PARA
PROBLEMA COM 4 VARIAVEISDE PROJETO

Var. Projeto (m) Inicial Final
h; 1.0 x10° 1.06 x10°
hy 1.0 x10° 2.61 x10°
hs 1.0 x10° 6.41 x10°
hy 1.0 x10° 2.68 x10°

Func&o Objetivo (nr°) 1.0 x10° 433 x10°
Restricéo (%) 0.27 1.0

Novamente houve uma reducéo na funcdo objetivo e a restricdo se faz ativa no
final da otimizagdo. Nesse caso, 0 projeto é melhorado, menor volume de estrutura,

quando se aumenta o nimero de varidveis de projeto.

7.3.2- OTIMIZACAO DE PLACA SANDUICHE

O quinto exemplo € o de uma placa sanduiche, como a apresentada na Figura
7.9. Esse tipo de estrutura € muito utilizado em projetos astronauticos, pois possui baixo

peso e dta rigidez a flexdo. O nlcleo da placa tem a forma de colméa. Da mesma
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forma que no exemplo anterior, a estrutura foi modelada com uma malha 4x4 e a

excitacdo utilizada foi do tipo ruido branco com o valor de So=0.4 ¢f/Hz.

Fig. 7.9 — Painel Sanduiche.

Para esta placa utilizou-se os materiais descritos na Tabela 7.7 para as faces e
para a colméia da placa. Nesse exemplo estabel eceu-se duas restri¢des de projeto, sendo
uma restricdo em deslocamento e a outra restricdo em aceleracdo no centro da placa,

gue sdo:
¥
Pr(z, > 0.00) = (p(z.)dx £ 2% (7.9
0.001
: ¥
Pr(zc >11.5) = p(zc)dx £10% (7.10)
115
TABELA 7.7 —-CARACTERISTICASDOSMATERIAIS
Caracteristica Valor
Aluminio 2024-T3 Material I sotropico
Madulo de Elasticidade E=6.80E+10 N/nt
Médulo de Cisalhamento G=2.56E+10 N/nf
Coeficiente de Poison n=0.33
Densidade r =2700.0N/n?
Colméia de Aluminio Material Ortotropico 2D

3/8-5052-0.0015

M 6dul os de Cisalhamento G12=1.0e+6 N/nt
G1z=2.206E+8 N/nf
G2z=1.117E+8 N/nf

Coeficiente de Poison n=0.33
Densidade r =36.8N/nt
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O resultados da otimizacdo para o caso considerando 1 varidvel de projeto sdo os

que seguem na Tabela 7.8.

TABELA 7.8—RESULTADOSDA OTIMIZACAO PARA PLACA
SANDUICHE, CONSIDERANDO SOMENTE ASFACES COMO VARIAVEL

DE PROJETO
Var. Projeto (m) Inicial Final
hy 3.0 x10° 2.602x10°
Funcéo Objetivo (Kg) 16.568 14.42
Restricéo (%) Inicial Final
1 0.128 0.545
2 6.78 8.87

A segunda andlise foi feita considerando-se tanto as espessuras das faces como a
espessura da colméia como variaveis de projeto. Para essa consideragdo os resultados

sd0 apresentados na Tabela 7.9.
Como pode-se observar na Tabela 7.9, a segunda restri¢cdo torna-se ativa quando

considera a colméa como variavel de projeto, mas o melhor projeto ainda é obtido

considerando-se somente a espessura da face com variavel de projeto.

TABELA 7.9- RESUMO DASVARIAVEISDE PROJETO, FUNCAO
OBJETIVO E RESTRICAO DO PAINEL SANDUICHE

Var. Projeto(m) Inicial Final
h 3.0 x10° 2.681x10°
he 1.0 x10° 7.965x10°

Funcéo Objetivo(K g) 16.568 14,771
Restrigcdo (%) Inicial Final

1 0.128 2.0

2 6.78 6.63
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7.3.3—PLACA SANDUICHE COM PSDF VARIAVEL

O sexto exemplo é de uma placa sanduiche como a apresentada anteriormente
mas com a PSDF variavel, como mostrado no grafico da Figura 7.10. Para este caso
utilizou como material das faces fibra de carbono ortotrépico com as propriedades
listadas na Tabela 7.10.

PSDF x Frequéncia

0,45
0,40

S — 4 A

0,25
0,20 X

0,15

0,10 // \\
0,057¢ N
0,00

S(g7H2)

0 50 100 150 200 250 300 350
w(Hz)

Fig. 7.10 - Gréfico da PSDF varidvel com a freqliéncia.

Nesse caso a matriz das cargas sera dada por:

%
°z
o

(7.10)

SF486X 486 =

D:D D D D D
oo\.o\nonoNn oy

o

onde,

10.0422w +0.0222 ® 10£ w £100
SF={04 ® 100£ w £ 200 (7.10)
{. 0.0038w +1.16 ® 200£ w £ 300
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TABELA 7.10 - PROPRIEDADES DA FIBRA DE CARBONO

lateral (B)

Fibra de Carbono Material Ortotropico 2D
Médulo de Elasticidade na diregéo 200.0E+9N/nf
longitudinal (E1)

Médulo de Elasticidade na diregéo 14.5E+9 N/nf

Maédulo de Cisalhamento

Gyp = 4.9E+9 N/nf
Gy, = 4.9E+9 N/nf
Gy, = 4.9E+9 N/nf

Coeficiente de Poison

n=0.3

Densidade

g=1650.N/n?

Para esse problema impoi-se as seguintes restricoes:

¥

Pr(z, > 0.0008) = ¢p(z,)dX £ 2%

¥

0.001

Pr(zc >10.) = ¢p(zc)dx £10%

115
O problema foi inicialmente analisado considerando—se somente S espessuras

das faces como variavel de projeto. Os resultados obtidos séo os apresentados na Tabela

7.11.

TABELA 7.11 - RESULTADOS DA OTIMIZACAO PARA PLACA
SANDUICHE COM PSDF VARIAVEL (ESPESSURA DA FACE COMO
VARIAVEL DE PROJETO)

Var. Projeto(m) Inicial Final
hy 2.0 x10° 1.632x10°
Funcéo Objetivo(K g) 6.968 5.854
Restricéo (%) Inicial Final
1 0.297 1.465
2 5.004 7.999
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Numa segunda etapa analisou-se o0 problema considerando as faces e a colméa
como variaveis de projeto. Os resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 7.12.




TABELA 7.12 —-RESULTADOS DA OTIMIZACAO PARA PLACA
SANDUICHE COM PSDF VARIAVEL (ESPESSURA DA FACE E COLMEIA
COMO VARIAVEL DE PROJETO)

Var. Projeto(m) Inicial Final
hy 2.0x10° 1.803x10°
he 1.0 x10° 8.598x10°

Funcéo Objetivo(K g) 6.968 6.267
Restricao (%) [nicial Final

1 0.297 2.00

2 5.004 524

Pode-se perceber, como no exemplo anterior, que quando se considera a colméia
e as faces como variaveis de projeto, a primeira restricéo passa ser ativa no projeto final.
Como no problema anterior, o primeiro caso fornece uma solucdo melhor que a
segunda. 1sso ocorre porgque a densidade do material da colméia é muito menor do que
do materia da face, ou sgja, a variavel de projeto relacionada com a espessura da

colméiatem pouca influenciande no valor da fungdo objetivo, peso da estrutura.

74 — COMPARACAO ENTRE OTIMIZACAO DETERMINISITICA E
OTIMIZACAO PROBABILISITICA

7.4.1 - PROBLEMA DE OTIMIZACAO COM CARREGAMENTO DINAMICO

Segundo Falco (200), o problema de otimizag&o com carregamento dinamico

pode ser escrito da seguinte maneira:

numadems
Minimize V= g X,
i=1

Sujeito a u(t)£ Unax
XwEX £ Xyp (7.13)
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Onde,
X € 0 volume do elemento i da malha de elementos finitos, que pode ser dado em
funcdo da érea da se¢do transversal, dimensdes da secdo transversal, ou da
espessura de um elemento;
u(t) é o deslocamento em um determinado passo de tempo t.

Xiw € Xy S30 0s limites inferior e superior das variaveis de projeto.

O deslocamento u(t) é calculado pelo Méodo de Newmark que € descrito
resumi damente abai xo:

Para o Método de Newmark, tem-se que:

“Pru=tu + (1- d)'ubt +d"™uDt (7.19)
“Pu=tu+'ubt +(%- a)'ub? +a"un? (7.15)
MU0+ C 0 +K "Pu= "R (7.16)

onde ‘u, 'u, 'U sdo respectivamente deslocamento, velocidade e aceleragdo no tempo t

t+Dt t+Dt 3

e "®u, "™u e "™l representam o deslocamento, velocidade e aceleracdo no tempo

t+ D, respectivamente.

Resolvendo a Equag&o (7.16) para "*™ii emtermosde "“™u e substituindo "™

t+Dt«

na Equagfo (7.15), obtém-se a solucdo para "™l e "™u, sendo que essas fungdes tem

t+Dt

somente deslocamentos '™'u como variaveis; supondo que os vaoresde ‘u, ‘U e ‘U

t+Dt s t+Dt,

sd0 conhecidos. Essas duas equagdes, para "' e """'u, sdo substituidas em (7.16) para

t+DtU e t+Dtu

calcular o desocamento no tempo t+Dt. Apos esse calculo, pode-se obter
com as equacoes (7.14) e (7.15).

Segue 0s passos da I ntegracdo Direta usando o Méodo Newmark:

Calcular as matrizes de rigidez, massa e amortecimento K, M e C, respectivamente
Inicializar os deslocamentos, velocidades e acelerages “u, °u e °u.

Selecionar um passo de tempo Dt e os parametrosa ed. e

A W DN P

Calcular as constantes de integracéo:
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1
0o~ 2 17T a =——, a; =——-1
a(bt) abht ablt 2a
a, :ﬂ_ 1, a, :Eag 29; a, =Dt(1- 9); a, =aDt; (7.17)
a 2ea g
.2
com a3€é+d9 14; d31
@2 ] 2

5. Calcular amatriz de rigidez efetiva: K =K +a,M +a,C

Para cada passo de integracdo deve-se calcular:
1. A forca efetiva no tempo t+Dt:
“PROMR + M(aju+ ayu+ajl) + C(aju +aju+agl)
2. O dedlocamento no tempo t+Dt:
R t+Dtu:t+Dt R

3. Aceleracdes e velocidades no tempo t+Dt:

t+Dt 5

U=a,

“Pu=tu+agli+al i

(*Pu-'u)- aju- al

(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

742 - A ANALISE DE SENSIBILIDADE PARA O CARREGAMENTO

DINAMICO

O Algoritmo de Otimizagdo utilizado para resolver o problema (7.13) foi o
Meétodo dos Pontos Interiores (Herskovits,1995). Derivando a Equacéo de movimento

em relacdo a varidvel de projeto tem-se que:

(K +a,M +a,C)"™u, =R, - (K, +a,M, +a,C, )""u
Onde:

TR, O ML, (85U + U+ ayli) + C,, (ayu + @, 0+ ag )

+ M(agu,, +85u,, +agli,, ) + Cau,, +a,u, +asl,, )

(7.22)

(7.23)

A andlise de sensibilidade das matrizes de rigidez, massa e amortecimento séo

obtidas pelo método analitico.
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A Equago (7.22) pode ser resolvida para "*® u, , e a sensibilidade da velocidade
e aceleracdo so calculadas por:
t-'—Dtl"i’x:a()(t-'—Dtu’X-tu’)( )- a;u’x- a;lj’X (724)
“Py, ='o,, +agu, +a?u,, (7.25)
O sistema de equacdes deve ser resolvido simultaneamente para cada passo de

tempo em que se calcula a resposta do sistema.
7.4.3- TRELICA DE 5 BARRAS

O primeiro exemplo € a trelica de 5 barras da Figura 7.11. A carga aplicada na
trelica € apresentada na Figura 7.12. Para este exemplo a estrutura tem médulo de
Elasticidade, 1x10° N/n¥, coeficiente de Poison, 0.3, e densidade, 2500 Kg/nT. A &ea
inicial das barras é 0.0015nf. O gréfico da Figura 7.13 mostra os deslocamentos dos
nos 2 e 4 apods a aplicacdo da carga. O problema de otimizac&o a ser considerado aqui €
a minimizagdo do volume da estrutura assumindo que o deslocamento vertical do no 2

ndo supere 0.0017 m. Esse problema pode escrito como:

num_dems
Minimize: V= éLiAi
i=1

Sujeito & W y(t)£0.0017
0.0001£A; £10 (7.26)
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Fig. 7.11 - Trelicade 5 Barras.

Carga x Tempo

0 T T T T
0 0,2 04 0,6 0,8

t(s)

Fig. 7.12 — Gré&fico Carga x Tempo.
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Trelica 5 Barras
Desloc. x Tempo

2,00E-03
150E-03 /T\.\T\.—T——I——T
/ ——x 2
< 100E-03
k=) —I—y_2
¢ / X 4
() _
5,00E-04
e e e =Y
0,00E+00f%

0,00 O,FO 0,40 0,60 0,80 1,00

-5,00E-04

t(s)

Fig. 7.13 — Gréfico Dedocamento x Tempo.

A Tabela 7.13 mostra o resultados da otimizagdo ap0os 6 passos. Observa-se que
teve uma reducéo de em relagdo ao peso inicia da estrutura. A Figura 7.14 apresenta

0s deslocamentos da Estrutura apos otimizagao.

TABELA 7.13-RESULTADOS DA OTIMIZACAO PARA A TRELICA DE 5

BARRAS
Var. de Projeto () Inicial Final

A; 1.5x10°° 1.3987 x10™°

A, 1.5x10° 1.4794 x10°°

Az 1.5x107° 1.3899 x10°°

A4 1.5x107° 1.3896 x10°

As 1.5x10° 1.4104 x10°°

Funcéo Obj (m°) 8.7426x10° 8.2278x10°

Restricgo (m) 1.54x10°3 1.7 x10°®
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Trelica5Barras
Ap06s Otimizacao

1,80E-03

1,50E-03 _7@_‘%%

1,20E-03
= 90004 / ——x 2
% 6,00E-04 +i—i
DB,OOE—M-J/HH;¢¢ 60090000 y:4

0,00E+00 ? //'

0,00 0,50 1,p0 160 2,00
-3,00E-04 |
| | |

-6,00E-04

t(s)

Fig. 7.14 - Graficos de Deslocamento ap0s otimizagao.
7.43.1- OTIMIZACAO EQUIVALENTE DA TRELICA DE 5 BARRAS

Nesta secdo sera feita a otimizacdo da trelica de 5 barras com uma PSDF
equivalente a carga aplicada na estrutura. A PSDF equivalente é calculada a partir da

transformada de Fourier dada a seguir:

1 1 o =L Sn(Tw)

W O T B w

(7.27)

O gréfico dafungdo é apresentado na Figura 7.15.
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Amplitude x Freguiéncia

1,20

1,00

0,80 \

0,60 \

A

Sin(0.5w)/0.5w

0,20

0,00 k./ A4 _ A=
D \ / 20
-0,20 o

-0,40
w(Hz)

Fig. 7.15 —PSDF equivalente da Funcéo daFigura 7.

O problema de otimizagdo equivalente pode ser escrito da seguinte forma:
num_elems
Minimize V = é L.A,
i=1
Sujeito a: Pr(y_2>0.0017)£0.247%
0.0001£A; £10 (7.28)
O valor darestricdo imposta no problema (7.28) foi determinado a partir de uma
analise da estrutura com os valores finais da variaveis de projeto obtido no problema
com a carga variando no tempo.
O método dos Pontos Interiores foi utilizado para obter a solugdo do problema

de otimizac&o. Os resultados sdo apresentados na Tabela 7.14.
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TABELA 7.14 - RESULTADOS DA OTIMIZACAO PROBABILISTICA PARA
A TRELICA DE 5 BARRAS

Var. de Projeto (nr) Inicial Final(10°)
A; 1.5x10°° 1.4157 x10°°
Az 1.5x10° 1.4042 x10°3
Az 1.5x107° 1.4157 x10°3
A, 1.5x10” 1.4007 x10°
As 1.5x10° 1.4007 x10°°
FuncZo Obj (m°) 8.7426x10°3 8.1976x10°
Restrigcao (m) 0.21% 0.241%

Comparando a Tabela 7.14 com a Tabela 7.13, notase que os vaores das
variaveis de projeto sdo diferentes, porém o valor da funcdo objetivo sdo bem

préoximos. Calculando arelacéo Fobj 2/Fobj 1, esse valor éigual 0.9963.

744 -TRELICA DE 10 BARRAS

O segundo exemplo de otimizagdo do dominio no tempo e com otimizacéo
sujeito a vibracOes aleatérias € a trelica de 10 barras apresentada na Figura 7.6. Para a
otimizacdo do dominio no tempo, foi aplicada essa trelica uma carga com variacao
linear conforme mostrado na Figura 7.16. Essa carga foi aplicada na diregdo vertical do
no6 3 datrelica. Para esta carga a estrutura tem os deslocamentos apresentados no grafico
daFigura7.17.
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Cargax Tempo

P(KN) 350

3,00

2,50

2,00

1,50

1,00

0,50

0,00
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00

t(s)

Fig. 7.16 — Carga com variacéo Linear.

Deslocamento x Tempo
Trelicade 10 Barras
6,0E-03
5,0E-03 e ——Tx 2
4,0E'03 f‘ R —.— Ty_2
V
3,0E-03 i LE Tx_3
o A
Ty_3
g 20503 A e y_
o q-. X TX_5
L0E-03 1 e essesons MT“"--, =] |15
0,0E+00 S~ o ——Tx_6
'1,OE'0:')O O ) 2 b 3 i Ty_6
-2,0E-03
t(s)

Fig. 7.17 — Deslocamento datrelica ao longo do tempo.
O problema de otimizacdo € definido da seguinte maneira: minimizar o volume

da estrutura, impondo um deslocamento vertical maximo para o n6é 3 igual a 0.006 m.

Esse problema pode ser escrito da seguinte maneira:
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Minimize \Y :numgqlr_siAi
i=1
Sujeito a u, 3(t)£0.006
0.0001£A; £10 (7.29)
Os resultados da otimizacdo para a trelica seguem na Tabela 7.15. A Figura 7.18

mostra os deslocamentos da trelica apds a otimizagéo.

TABELA 7.15-RESULTADOS DA OTIMIZACAO PARA A TRELICA DE 10

Variaveisde Projeto (m) Inicial Final
Aq 0.005 4.1550 x10°°
A; 0.005. 43647 x10°°
Az 0.005 4.1809 x10°®
Ay 0.005 4.0799 x107
As 0.005 5.1202 x10°°
As 0.005 4.1627 x107
A 0.005 3.7997x10°°
Asg 0.005 3.8077x10°
Ag 0.005 3.7630x10°°
Aio 0.005 3.9373x10°°
Func&o Objetivo (m®) 5.828x10° 4.7712x10°2
Restricao(m) 4.87x10° 6.0x10°
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Deslocamento x Tempo
Trelica de 10 Barras Apos Otimizacdo

7,0E-03
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——Tx_2
—a—Ty 2

Tx_3

Ty 3
—*—Tx 5
—*—Ty 5
——Tx_6
——Ty 6

-2,0E-03

(s

Fig. 7.18 — Deslocamentos da Trelica apds otimizaco.

Como pode-se observar na Tabela 7.15, houve uma reducéo do fungdo objetivo

de 18.13% e arestricao se faz ativa no final da otimizacéo.

7.4.41-0TIMIZAGCAO EQUIVALENTE DA TRELICA DE 10 BARRAS

Da mesma maneira que para a trelica de 5 barras, fez-se para a trelica de 10
barras a otimizagdo equivalente, considerando um carregamento aeatério. Da mesma
forma, tomou-se a transformada de Fourier da Equacdo apresentada no grafico da

Figura 7.16 e determinou-se a carga equivalente no dominio da frequéncia, como é

mostrado a seguir:

Sw) = %Tg (t)e ™ct =

+2&nLw) +dnTw)?
w e 2 g

O gréfico da Equagdo (7.30) segue na Figura 7.19.
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Amplitude x Frequéncia
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-2,000 \

-3000 :
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Fig. 7.19 — Gréfico da Transformada de Fourier da Equagéo 7.30.

Para a trelica de 10 barras o problema de otimizacdo probabilistica pode ser

escrito da seguinte maneira:

Minimize: \ :numédalr_siAi
i=1
Sujeito a Pr(u,_3>0.006)£0.147%
0.0001£A; £10 (7.31)
Novamente, o valor da restricdo foi determinado a partir de uma andlise feita
com os resultados da otimizagdo obtido para as variaveis de projeto no caso da
otimizagdo no dominio do tempo. Os resultados da otimizacdo para o problema 7.31 sdo

apresentados na Tabela 7.16.
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TABELA 7.16 - RESULTADOS DA OTIMIZACAO PROBABILISTICA
PARA A TRELICA DE 10 BARRAS

Variaveisde Projeto (m) Inicial Final

A; 0.005 4.1712 x10°°

A; 0.005. 41615 x10°°

Az 0.005 41712 x10°®

A, 0.005 4.1615x10°°

As 0.005 4.1486 x10°°

As 0.005 4.1596 x10™

A 0.005 3.8748x10°°

Ag 0.005 3.8748x10°°

Ag 0.005 3.8682x10°°

Aio 0.005 3.8682x10°°

Funcao Objetivo (m®) 5.828x1072 4.6874x10°°
Restricao(%) 0.0148 0.147

Pode-se observar na Tabela 7.16 que, apos a otimizacdo, houve uma reducdo da
funcéo objetivo de 19.6% e a restricdo se tornou ativa no final da otimizagdo. Se for
comparado os resultados da Tabela 7.16 com os resultados da Tabela 7.15, nota-se
novamente gue os resultados das variaveis de projeto sdo diferentes, porém, os valores
da funcdo objetivo sdo bem proximos. Se for calculada a razéo entre os valores das
funcBes objetivo da Tabela 7.16 e 7.15, tem-se que o valor € de 0.982. Isso vem a
demonstrar que os resultados estdo proximos. As varidveis de projeto ndo poderiam ser

iguais, uma vez que estamos trabalhando em espacos de projeto diferentes.
7.45—-PORTICO COM 9 BARRAS
O terceiro exemplo de otimizacdo com carregamento dinamico € o portico com 9
barras apresentado na Figura 7.20. Parra estrutura foi aplicada a carga apresentada

na Figura 7.21. O pértico possui médulo de Elasticidade, 1x10° N/n?, coeficiente de
Poison, 0.3, e densidade, 2500 Kg/nt. A secdo transversa das barras possui
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inicialmente largura (b) igual 20 cm e atura (h) igual a 30 cm. A Figura 7.22 mostra
os deslocamentos da estrutura apés a aplicacdo das cargas. Para esse exemplo
considerou-se como variavel de projeto a atura da secéo transversal, a fungdo objetivo
€ 0 volume da estrutura e como restricdo que o deslocamento maximo na diregdo x
fosse menor do que 0.0002 m. O problema de otimizacdo foi escrito da seguinte
maneira:
Minimize: V= numgelj bh.
i=1

Sujeitoa  U(t)£0.0002
hwEREhy (7.32)

© ©

(2 O

©

&

1 2

Fig. 7.20 — Pértico com 9 Barras.
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Carga Senoidal
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Fig. 7.21 — Gréfico Carga x Tempo.
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Fig. 7.22 — Dedocamento do Portico de 9 Barras.
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A Tabela 7.17 mostra os resultados da otimizagso.

TABELA 7.17 -RESULTADOS DA OTIMIZACAO DO PORTICO DE 9

BARRAS
Variaveisde Projeto (m) Inicial Final

hy 0.3 2.6317x10"

hp 0.3 2.6336x10™"

hs 0.3 2.6420x10™"

hy 0.3 2.6470x10™

he 0.3 2.6528x10™"

he 0.3 2.6308x10™"

hy 0.3 2.5918x10™"

he 0.3 2.6330x10™*

ho 0.3 2.6538x10"

Funcao Objetivo (m°) 5.4x10* 4.7433x10™"

Restricio 1.6x10°* 2.0x10™*

7.45.1- OTIMIZACAO EQUIVALENTE DO PORTICO COM 9 BARRAS

Considerando a carga da Figura 7.21 como uma carga ciclica de periodo T, a
transformada de Fourier desse carregamento € determinada através da Equacdo 13,
cujo gréfico é apresentado na Figura 7.23. Essa excitacdo € conhecida como ruido

branco.
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PSDF do Ruido Branco
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Fig. 7.23 — Transformada de Fourier da Carga da Figura 6.

A expressao do problema de otimizagdo pode ser escrito por:
Minimize V = numgm: bh;
i=1
Sujeito a Pr(x_8>0.0002)£37.567
0.0001£b; £10 (7.33)
A Tabela 7.16 mostra os resultados da otimizacdo para o0 problema descrito na

Equagdo 7.33.

TABELA 7.18—-RESULTADOS DA OTIMIZACAO PROBABILISTICA
DO PORTICO DE 9 BARRAS

Variaveisde Projeto (m) Inicial Final
hy 0.3 2.7777e-01
hp 0.3 2.5589e-01
he 0.3 2.3701x10™*
hy 0.3 2.3223x10"
hs 0.3 2.6360x10™"
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he 0.3 2.8644x10!

hy 0.3 2.7777x10°™

he 0.3 2.5589x10™"

ho 0.3 2.3701x10™*

Funcao Objetivo (m®) 5.4x10t 4.6472x101
Restricéo(%) 33.127 37.567

Comparando os resultados da Tabela 7.17 com os resultados da Tabela 7.18,
mais uma vez nota-se que os resultados das varidvels de projeto sdo diferentes, porém

os resultados da func@o objetivo sdo bem proximos. Calculando a relacdo entre a

funcéo objetivo da Tabela 7.17 com a funcéo objetivo da Tabela 7.18 verifica-se que

razéo € aproximadamente igual a 0.98.

7.4.6-OTIMIZACAO DE PLACAS COM CARREGAMENTO DINAMICO

Para o caso de placas, fez a andlise para uma placa quadrada engastada nas

guatro bordas, conforme mostrado na Figura 7.24. O carregamento da placa segue na

Figura 7.25. Devido a simetria da estrutura analisou-se somente ¥ da placa. Para o

problema de otimizacdo analisou-se a placa considerando 1, 2 e 4 variavels de projeto.

¥ (m) 4

N

2 = (m)

Fig. 7.24 — Placa analisada para otimizacao.
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Fig. 7.25 a— Otimizacdo para 1 varidvel de Projeto
b - Otimizacdo para 2 variaveis de Projeto

¢ - Otimizagéo para 4 variaveis de Projeto.

O carregamento aplicado na placa é o mesmo da Figura 7.12.

O problema de otimizagdo da placafoi definido da seguinte forma:

Minimizee ~ VQ rAh
Sujeito a Wc(t)£0.029
NWERE Py (7.33)

TABELA 7.19-RESULTADOSDA OTIMIZACAO DETERMINISTICA

PARA PLACA
Variaveisde o )
Inicial Final
Projeto
1V.P. 2V.P. 4V.P.
hy (M) 1x10°“ 9.615x10°“ 1.605x10°° 2.104x10°°
hp(m) 1x10°“ B 3.657x10°“ 1.004x10°*
h(m) 1x107° _ _ 5.243x10°°
ha(m) 1x10° B B 3.007x10°3
Funca
60 25.0 24.04 16.89 15.38
Objetivo(nT)
Restricao(m) 2.58x10°* 2.9x10°° 2.9x10° 2.9x10°
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Como se pode observar para os casos estudados no problema da placa, o melhor
resultado foi obtido considerando o problema com 4 varidveis de projeto. Para todos

0s trés casos a restricdo se faz ativa no final da otimizacéo.

7.4.6.1- OTIMIZACAO EQUIVALENTE DE PLACAS

Da mesma forma que nos exemplos de trelica e portico, analisou-se o problema
de otimizagdo probabilistica equivalente da placa. Da mesma forma que no caso
deterministico, o problema probabilistico foi analisado para 1, 2 e 4 variaveis de
projeto.

O carregamento equivalente para otimizacdo deterministica segue na Figura
7.26.

0,8
0,6 \
04

0,2
0 \ N A
\V\‘/ R S w0 P

Sw)
s

-0,2

-0,4

w(H2)

Fig. 7.26 — Carregamento Equivalente para Otimizacdo Probabilistica da Placa.

Os resultados da otimizacdo seguem na Tabela 7.20.
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TABELA 7.20—-RESULTADOS DA OTIMIZACAO PROBABILISTICA

PARA PLACA
Varidveisde . .
Inicial Final
Projeto
1V.P. 2V.P. 4V.P.
hu () 1x10°“ 7.036x10°“ 1.026x10°* 1.155x10°*
hp(m) 1x10°° _ 4.806x10° 7.466x107°
ha(m) 1x10°2 B B 2.970x10°3
hu(m) 1x10°° _ _ 5.776x10°°
Funcdo
o 25.0 17.590 15.424 13.942
Objetivo(nT)
Restricao(%) 38 44.7 44.7 44.7

Como pode-se observar na Tabela 7.20, da mesma forma que no caso da
otimizagdo deterministica, melhor resultado foi obtido considerando a otimizagdo com
4 varidvels de projeto. Da mesma forma que no caso de estruturas reticuladas, as
varidveis de projeto possuem vaores diferentes, porém a funcdo objetivo possui
valores relativamente proximos, a menos do caso considerando somente 1 variavel de
projeto. Ao calcular arelagdo da funcdo objetivo do caso probabilistico, dividido pela
funcdo objetivo do caso deterministico, os valores serdo, 0.732%, 0.913% e 0.906%
para 1, 2 e 4 variaveis de projeto respectivamente. Como pode-se observar 0s
resultados melhoraram sensivelmente com o aumento do nimero de variaveis de

projeto.
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CAPITULO 8

CONCLUSOESE SUGESTOES

8.1 — CONCLUSOES

Apds o desenvolvimento do estudo e andlise dos resultados obtidos, chega-se as
seguintes conclusdes:

O objetivo do trabalho era desenvolver um estudo da andlise de sensibilidade e
otimizagdo de estruturas submetidas a vibracOes aleatorias. Esse objetivo foi
alcancado, tendo em vista a apresentacdo da formulagdo da sensibilidade no
capitulo 5 com respectivos resultados e a formulac&o do problema de otimizagdo
no capitulo 6 com os resultados da otimizacdo no capitulo 7. A contribuicdo do
trabalho se da nesses trés capitulos, uma vez que até o presente momento e de
acordo com a revisdo bibliogréfica, ndo havia nenhum trabalho desenvolvido

com o enfogue dado no presente trabal ho.

Em relacdo a andlise de sensibilidade, as equactes obtidas analiticamente séo
vélidas para a andlise de sensibilidade da resposta de estruturas submetidas a
vibracOes aleatdrias. Isto ficou demonstrado com os resultados obtidos nas
tabelas do capitulo 5, quando comparou-se 0s resultados obtidos analiticamente
e os resultados obtidos pelo MDF. Os resultados sGo 0S mesmos a menos de
erros admissiveis. Esse estudo até o presente momento, néo foi encontrado na
literatura especializada. Como pode-se observar os resultados foram validados
tanto para estruturas reticuladas e para estruturas de placas. Esses resultados nos
garantem fazer uma otimizagdo estrutural com seguranca, uma vez que O
algoritmo de otimizacdo utilizado para achar a solucéo do problema depende das
sensibilidades da fungdo objetivo e das restrigdes do problema
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Em relacdo a formulacéo do problema proposto, €la é vadlida, como mostrou-se
no primeiro exemplo do capitulo 7. Nesse exemplo a solugdo foi obtida
graficamente para um problema com 2 varidveis de projeto e numericamente
utilizando o algoritmo de otimizagdo. Os resultados encontrados pelo método
gréfico e pelo método numérico foram os mesmos. Com este resultado e com os

resultados da analise de sensibilidade pode-se fazer andlise de outras estruturas.

Para os exemplos envolvendo estruturas reticuladas, pode-se observar que
sempre foi obtido um projeto melhorado em relagdo ao projeto inicialmente
proposto. Os exemplos servem para ilustrar que dado uma excitacéo aleatoria na
estrutura, a partir de uma configuracao inicial, consegue-se chegar em uma nova

configuracdo mais leve, mas, que suporta o carregamento previsto.

Da mesma forma que nos exemplos de estruturas reticuladas, para os exemplos
de placas e placas sanduiches conseguiu-se um projeto melhorado em relacéo ao
projeto inicial. No caso especifico da placa sanduiche, curiosamente, a solucéo
otima foi obtida com menos passos no agoritmo de otimizacdo quando se
considerou o problema com duas varidveis de projeto do que quando 0 mesmo
problema foi considerado somente com uma varidvel de projeto. Percebeu-se
gue ha uma inversdo quanto a restricdo ativa. Para o problema em que se
considerou somente uma variavel de projeto, espessura da face (h), a restricdo
em aceleracdo tende a estar ativa, enquanto que para o problema com 2 variaveis
de projeto a restricdo em deslocamento ficou ativa no fina da otimizac&o.
Nesses exemplos nota-se também que o melhor projeto foi obtido considerando
somente a espessura da face como variavel de projeto. 1sso ocorreu porque a
densidade do material da colméia é muito menor do que a densidade do material

da face. Se a densidade do material da colméa fosse na mesma ordem de
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grandeza, o melhor projeto seria obtido considerando a espessura da face e da

colméacomo variavel de projeto.

Em relacdo a otimizacdo com carregamento dindmico (deterministica) Falco
(Falco,2000) mostra no seu trabalho de doutorado que o problema esta bem
definido. Os resultados obtidos nesse trabalho serviram para confirmar a
aplicabilidade do presente trabalho, pois serviram de base para 0 estudo
comparativo do problema com carregamento dindmico (deterministica) e do
problema com vibragbes aeatérias (probabilistica) que é abordado nesse
trabal ho.

Em relagdo a esse estudo comparativo de otimizac&o deterministica e probabilistica

pode-se chegar as seguintes conclusdes:

Em relagdo as variaveis de projeto, era de se esperar que os vaores fossem
diferentes para 0 caso deterministico e para o caso probabilistico; pois para 0s
dois problemas trabalhou-se com espagos de projetos diferentes. Para 0 caso de
otimizagdo deterministica, o problema de otimizag&o € definido com a restri¢céo
de gque um dado deslocamento em qualquer instante de tempo t sgja menor ou
igual a um valor preestabelecido. No caso de otimizag8o probabilistica, define-
se 0 problema com a restricdo de que a probabilidade de o referido
deslocamento ser maior que um determinado deslocamento preestabelecido sga
menor que uma probabilidade preestabel ecida.

Apesar de termos diferentes valores para as variaveis de projeto, para os
exemplos estudados com as respectivas otimizagOes equivalentes, os valores

para as funcbes objetivos sdo bem préximos quando observam-se os resultados
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apresentados nas tabelas. Esses resultados mostram que os problemas

equivalentes estdo definidos de forma consistente.

Em relacéo ao exemplo de placa, para otimizacdo deterministica e probabilistica,
percebe-se que os resultados foram bem diferentes quando considerou-se
somente uma variavel de projeto. Porém, ao aumentar o nUmero de varidvels de
projeto em ambos os projetos de otimizagdo, as varidvels de projeto continuam
sendo diferentes, mas a funcdo objetivo atinge valores razoaveis. Mais uma vez,

isso vem a demonstrar a consisténcia dos problemas definidos.

Em relagdo ao Método de Pontos Interiores, esse demonstrou ser uma
ferramenta poderosa para problemas de otimizacdo ndo linear. Para todos os
exemplos estudados no presente trabaho, a solucdo so foi obtida utilizando o
algoritmo baseado nesse método.

8.2 — SUGESTOES

Como foi mostrado, existem poucos trabalhos na area de otimizagdo envolvendo
vibrages aleatérias. Em funcdo disso seguem algumas sugestfes de trabalhos que poderdo
ser desenvolvidos a partir desse:

Da mesma forma que se fez 0 estudo para placas, pode-se fazer uma extensdo do
trabalho para otimizagcdo de estruturas de cascas. Esse estudo so6 nédo foi feito
nesse trabalho porque o elemento utilizado para a modelagem ainda apresenta

problemas para o estudo de cascas.
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Um ponto muito estudado na érea de otimizacdo é o de otimizacdo de forma.
Como no presente trabalho fez-se somente o estudo de otimizac&o de dimensoes,
pode-se desenvolver um estudo de otimizacdo de formas de estruturas
submetidas a vibracOes aleatdrias. Nesse cdo, as varidavels de projeto seriam
parametros que definissem o contorno da estrutura.

Outra érea interessante seria de otimizacdo topoldgica de estruturas submetidas
tanto a carregamento dindmico quanto ao de otimizacdo de estruturas
submetidas a vibracOes aleatdrias. Nesse caso as variaveis de projeto poderiam
ser as densidades especificas do material em cada elemento e as restri¢des e

funcéo objetivo seriam as mesmas utilizadas no presente trabal ho.
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APENDICE A

O PROGRAMA DE ANALISE

A.1-A LINGUAGEM DE DESENVOLVIMENTO

O programa de andlise da tese foi desenvolvido em linguagem C/C++. A linguagem

foi escolhida de acordo com a experiéncia anterior do autor nessa linguagem.

A.2 - UTILIZACAO DE BIBLIOTECAS E IMPLEMENTACAO DE NOVAS
ROTINAS

Para o desenvolvimento das rotinas numéricas que envolvem manipulacdo de
matrizes foi implementada a rotina matrix.cpp baseada em programacéo orientada a objeto
(OOP). Esse pacote contém rotinas para manipulagdo de matrizes do tipo, adicdo,
subtracéo, produto de matrizes, resolucdo de sistemas de equacGes por métodos diretos
(decomposicdo LU, Cholesky, Gauss). Para a inversdo das matrizes, quando necess&ria,
utiliza-se 0 método de Gauss-Jordan, ap0s uma prévia decomposicdo da matriz ssimétrica
pelo método de Cholesky. Para o problema de autovalor/autovetor implementou-se o
método de Householder com o méodo QR. O Método de Householder € um método de
tridiagonalizaco de matrizes simétricas, além dos métodos da Poténcia e Iteracdo Direta.
No método de Householder, primeiramente é feita a transformacdo da matriz simétrica
cheia em uma matriz tridiagona por rotacdes sucessivas no plano, enquanto que o método
QR € um método de extragdo de autovalores e autovetores de matrizes tridiagonais. Esses
métodos podem ser encontrados descritos com maiores detalhes em (Wilkinson , 1970,
Kreizig, 1992).
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Apéndice A O Programa de Andlise

A.3-PACOTESUTILIZADOS PARA A TESE

Para a geragdo dos modelos de elementos finitos do trabalho, esta sendo utilizado o
pré-processador grafico FEMAP. A interface grafica do modelador € apresentada na figura
7.1. Dentro do modelador € definido o material, propriedades geométricas dos € ementos,
tipo de elemento utilizado na malha e a prépria malha de elementos finitos. Todas
manipulagdes sdo feitas de maneira “rapida e fécil”. O programa gera um arquivo de dados
padréo para 0 NASTRAN com extensdo “.nas’ e este mesmo arquivo € utilizado como

entrada de dados para 0 programa de andlise do presente trabal ho.
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Figura A.1 — Interface do Modelador da NASTRAN

A.4 - PACOTES DESENVOLVIDOS

Para o presente trabalho, foi desenvolvido as seguintes rotinas:
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A.4.1-ROTINA DE ENTRADA DE DADOS (READM SH.CPP)

Nessa rotina foi feita toda a parte de entrada de dados para o programa de analise e
otimizacdo. Todas as informacdes sdo lidas do arquivo “.nas’ gerado pelo pré processador
FEMAP. Essas informagdes sd0 passadas para as rotinas que faz a geragdo das matrizes de
rigidez e massa, bem como para as rotinas de andlise, de acordo com o tipo de anadise
escolhida. Nessa rotina é feita a chamada da rotina K_M.CPP, que faz a montagem da
matriz de rigidez e massa do s elementos para a andise.

A.4.2 -ROTINASDE ANALISE (ANALYSIS.CPP)

Para 0 programa da tese até o presente momento séo avaliadas rotinas para andlises
estaticas, dinamica, rotina para analise de vibracéo aleatéria e a rotina de otimizacdo que
faz a conexdo entre o programa de andlise e otimizagdo. Para a solugdo dindmica os
métodos de Newmark e o método da Superposicéo Modal sdo implementados. Cada rotina
dessa € acessada de acordo com tipo de solucdo escolhida pelo usuério no arquivo de
entrada de dados gerado anteriormente. As solucdes do arquivo de dados séo:

" Solucdo 101 — Andlise Estatica (STATIC.Cpp);

"~ Solucdo 103 — Andlise Dinamica(DY NAMIC.CPP);

" Solugso 108 — Vibragso Aleatéria(RAND_ANALY SIS.CPP)

" Solugo 200 — Otimizag&o.(OPTIMIZATION.CPP)

Para a andlise dindmica e de vibracdo aeatéria € feita a chamada da rotina
EIGENPROB.CPP. Essa rotina contém as funcdes para a determinacdo dos autovalores e
autovetores de um problema simplificado e ou gera de autovalor. O método utilizado para
a determinagéo dos autoval ores e autovetores € o Método de Householder com QR.

Na rotina de otimizacdo, o processo de otimizacdo somente é redlizado para

estruturas submetidas a vibracdo aleatoria, que € objeto de estudo do presente trabal ho.
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A.43-ROTINA PARA A ANALISE DE SENSIBILIDADE (SENSITIVITY.CPP)

Nessa rotina séo implementados o Método da Diferergas Finitas (MDF) e o Méodo
Andlitico (MA) para a andlise de sensibilidade da resposta da estrutura submetida a
carregamento aleatério. Essa rotina também é passada para a rotina de otimizagdo para o
calculo das sensibilidades durante o processo de otimizagdo como descrito no capitulo 5. O
MDF foi somente implementado para conferir os resultados obtidos pelas expressoes
obtidas e utilizadas pelo MA. Nessa rotina sdo avaliados os célculos das sensibilidades das
matrizes de rigidez e massa, a sensibilidades dos autovalores e autovetores, bem como as
sensibilidades da matriz das cargas generalizadas, da autocorrelagdo da resposta e do desvio

padrdo, descritas no capitulo 5.

A.4.4—A ROTINA DE OTIMIZACAO (OPTIMIZATION.CPP)

Nessa rotina € feita a conexdo entre o algoritmos de otimizag8o e as rotinas de
andlise. Para o presente trabalho estd sendo utilizado o algoritmo baseado no Método dos
Pontos Interiores (Herskovits, 1995). Para a chamada do algoritmo acima é chamado o
arquivo |P.CPP. Nessarotina é feita a chamada das rotinas de andlise de sensibilidade que
se faz necesséria para o calculo dos gradientes para os algoritmos utilizados durante o
processo de otimizacao.

A.45. - ROTINA DE SAIDA DE RESULTADOS (PRINT.CPP)

Quando redliza-se uma das andlise, €a ela estética, dinamica, aeatdria, ou uma
otimizagdo, essa rotina gera um arquivo de saida com o mesma nome do arquivo de
entrada, porém com uma extensdo apropriada para a analise acima, que sdo: .stc. .dyn, .ran
e .opt, para as andises estética, dinamica, aleatdria e otimizacao respectivamente. Quando
uma andlise de otimizacdo é redlizada, além do arquivo “.opt”, € gerado um arquivo

também contendo todas as informagdes e todos os passos do processo de otimizacdo, bem
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como um arquivo com os resultados das andlises de sensibilidades em relacdo a cada
variavel de projeto. Os resultados do processo de otimizagdo sdo0 armazenados em um
arquivo com extensdo “ .ip” se 0 método do Ponto Interior € utilizado e “ .sgp” se 0 método
de programacao quadratica sequencia for utilizado.

De uma maneira geral o programa desenvolvido poder ser resumido no seguinte

<Tnicidiza>

Ler Dados
(Readmsh.cpp)

I
Andlise
v
v v v v

Estética Dinadmica Aleatéria Otimizacéo
A A A A

v

Imprime

~i

Figura A.2 - Fluxograma do Programa Desenvolvido

fluxograma.
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