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Resumo: Este trabalho investiga a dindmica em
malha aberta e em malha fechada de um sistema
composto por um atuador (motor dc) e uma estrutura
flextvel. Para a modelagem matemdtica da estrutura
flexivel considera-se curvatura linear. O formalismo
Lagrangeano ¢é utilizado para a obten¢do das
equagbes  governantes do  movimento. Duas
diferentes abordagens sdo utilizadas: em uma delas
o sistema atuador-estrutura é tratado como sistema
ideal e na outra como sistema ndo ideal. Para cada
uma dessas abordagens projeta-se uma malha de
controle com o objetivo de amortecer a vibragdo da
estrutura  flexivel. E utilizado um controlador
classico do tipo PD.

Palavras-chave: estruturas flexiveis, sistema
ideal, sistema ndo ideal, controle, modelagem, PD.

Introducao

Estruturas flexiveis em movimento de
rastreamento (slewing) possuem vasta (e crescente)
aplicagdo na industria e no programa espacial em
geral. Uma analogia para o movimento de
rastreamento é o de uma porta se movendo em torno
de suas dobradigas. A estrutura flexivel descrita neste

*Realizagdo SBMAC, apoio FAPESP, URL:
http://www.ibilce.unesp.br/eventos/cnmac/home.htm
tBolsista de Iniciagdo Cientifica PIBIC/CNPq

trabalho ¢ matematicamente modelada utilizando-se
a hipdtese de curvatura linear. Apesar desta
consideragdo, o sistema completo possui um termo
ndo linear que sera inicialmente negligenciado por
determinadas razdes (baixas velocidades de
rastreamento). Duas abordagens serfo utilizadas
neste trabalho tendo-se em vista a transferéncia de
energia entre o atuador e a estrutura flexivel: a
abordagem de sistema ideal e a abordagem de
sistema ndo ideal. Na abordagem ndo ideal, a
dindmica da estrutura pode influenciar o
comportamento do atuador, o que ndo acontece na
abordagem ideal, onde apenas o atuador influencia o
comportamento da estrutura flexivel. O atuador
utilizado aqui é um motor de corrente continua.

Uma vez que o modelo matematico tenha
sido definido, este trabalho concentra-se no projeto
de uma estratégia de controle para o amortecimento
das vibragdes da estrutura flexivel, utilizando para tal
um controlador PD (no colocado). Os ganhos sdo
obtidos e o sistema satisfatoriamente controlado para
ambas as abordagens propostas.

Algumas simulagdes numéricas ilustram os
resultados de um caso investigado em malha aberta e
em malha fechada.
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Este estudo é um primeiro passo na
investigagdo de estruturas flexiveis rapidas.

Equacoes Governantes do
Movimento

A abordagem utilizada para a obten¢do das
equagdes governantes do movimento consiste na
aplicacdo das equacdes de Lagrange. Esta
formulagao trabalha com a energia acumulada em um
sistema dindmico durante a sua evolugao no tempo e
¢ invariante com respeito ao sistema de coordenadas
utilizado. Adota-se neste trabalho o modelo de viga
de Euler-Bernoulli [1].

Seja uma estrutura flexivel de rastreamento
apresentando curvatura linear (ou seja, o suficiente
para provocar apenas deslocamentos transversais dos
pontos ao longo da estrutura) e conduzida por um
torque aplicado ao eixo de rastreamento. Esta
estrutura movimenta-se no plano, conforme mostra a
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Figura 1 - Estrutura flexivel de rastreamento (planar) — curvatura
linear

Seja T a energia cinética e V a energia de
deformagdo transversal acumuladas pela estrutura
flexivel de rastreamento durante uma evolugdo
qualquer no tempo. Assim:

T*l

—5? p‘R‘zdx:%? p[(\'/+x(.3)2+(vé)2 ]dx M
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V=—1] EI(v")?dx (2)

[ ]

1
2

onde cada uma das quantidades que aparecem em (1)
e (2) estdo, de alguma forma, referenciadas na Figura
1. De acordo com (2), a curvatura da estrutura é

representada por V' .
Seja o lagrangiano, L, definido por:

L=T-V A3)

Utilizando (1) e (2) em (3) obtem-se:
_lL D~ N2 M2 |2 4)
L= j p|v? +2ix0+(x0)> +(10)* |[-ED/? {dx
0
Expandindo v(x,t) em (4) através do método
dos modos assumidos [2] e [3] obtem-se:

iy ORLR LR
(g o :

i=1

Seja a equagdo de Lagrange definida como:

dfoL ) oL . i=12..N  (6)
dt\ oq; ) oq;

Substituindo (5) em (6), onde q=v, resulta:

L n n .. n . n
JHZW + Zwe—2¢?qiezj+EIZ¢;'¢;fqi}dx =0
0 i=1 i=1 i=l1 i=l1

(7
Fazendo [4]:

Olo] =010, @®)
2

ol (=182, ©

e substituindo (8) e (9) em (7) obtém-se:

L

n n n n 2
j[p[zmi+Z¢ixé—2¢?q;62]+mz P22 6.0, (ix =0
0 i=1 i=1 i=1 i=1

(10)

512



4

P Imprimir Sair Menu

Utilizando a propriedade de ortogonalizacdo

L
dos modos, definida como I(I)-d)-dx:l se i=j e
iv]
0

L

J¢4(])-dx — 0 se i#j, e integrando (10) de x=0 a x=L,
i?]

0

obtém-se a equacdo governante do movimento
discretizada dada por:

§,+0,0-0°q, +0lq; =0 (11)
L
onde: o= de)jdx-

0

Modelagem de um Motor de
Corrente Continua Ideal e Nao
Ideal

O balanco de tensdo elétrica em um motor de
corrente continua controlado por armadura é dado, de
acordo com a Lei de Kirchoff, por:

di,

Ln +R,i, +K 0,0 =U 12)

motor

onde U representa a tensdo de armadura (tensdo
aplicada aos terminais do motor) ; R, representa a
resisténcia da armadura ; i, representa a corrente de
armadura ; L, representa a indutdncia do motor ; K},
representa a constante de forg¢a contra-eletromotriz e

6

 wotor TEPTESENtA @ posicdo angular do motor.

A somatoria dos torques em relagdo ao eixo
do motor fornece a equagdo mecanica do motor de
corrente continua controlado por armadura, dada por:

§

—cp,0 -1 motor (13)

m ~ motor

T = Ktla motor

onde I, representa a inércia do motor; cp,
representa o atrito interno ao motor; 7,, representa o

torque aplicado a transmissdo mecanica (caso haja)
entre o atuador e a estrutura a ser movida ou
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diretamente a estrutura a ser movida e K, representa a
constante de torque do motor.

O deslocamento angular do eixo do motor e o
torque aplicado pelo mesmo eixo a transmissao
mecénica entre 0 motor e a carga a ser movida
relacionam-se ao deslocamento angular da estrutura
sobre a qual o motor esta atuando e ao torque
aplicado a mesma por:

emotor :Nge (14)

T=N,7,

15)
aonde 7 representa o torque aplicado pelo motor de

corrente continua a estrutura a ser movida, 0
representa o deslocamento angular desta estrutura e
N, representa a relagdo de transmissdo entre o motor
e a estrutura. Portanto, em relagdo aos parametros da
estrutura a ser movida, as Equagdes (12) e (13)
podem ser reescritas como:

L,i, +R,i, +K,N,6=U (16)

Lo N0+ ¢, N2O— N K i, +1=0 (17)

A opgdo por uma abordagem de sistema
dindmico ideal ou por uma abordagem de sistema
dindmico nao ideal [4] e [5] esta vinculada a maneira
pela qual o acoplamento atuador-estrutura for
considerado. Na Equagdo (17), portanto, dependera
de consideragdes feitas em relagdo ao torque 7 .

Seja o esquema representativo do eixo do
motor ¢ seu acoplamento a estrutura flexivel de
rastreamento sob andlise conforme representado na
Figura 2 [4].

Se o eixo em questdo for suficientemente
curto, poder-se-a considera-lo rigido. Assim, o torque
total, T, atuando sobre a estrutura flexivel pode ser
escrito como :

0

T:_M+Ieixo (18)

onde o parametro M representa o0 momento de flexao

da viga atuando sobre o eixo do motor.
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este lado
acoplado
a0 motor

estrutura

flexivel

Figura 2 - Acoplamento atuador-estrutura flexivel de rastreamento
(Fenili, 2000)

Desta forma, a Equacdo (17) pode ser
reescrita como:

Teixo *+ Imoror N3 ) 0+ (6, N§)O - (N,K )i, ~-M =0

(19)

O momento M pode ser representado, para o

motor

modelo de curvatura linear [1] e [6], como:
M = EIv" (20)

Utilizando novamente a expansdo para v,
pode-se reescrever (19) como:

(Icixo + ImotorNé) é+(CmNé )é_(NgKt )ia _Elqu (t)q):,(o) =0
i=l

@n

Sistema Ideal e Sistema Nao Ideal

Adicionando a Equagdo (11) as equagdes do
motor dadas por (16) e (21) e acrescentando o termo
de amortecimento pg, em (13), as equagdes
governantes do movimento para a estrutura flexivel
de rastreamento considerando fonte de poténcia ideal
(B=0) e considerando fonte de poténcia ndo ideal
(p=1) tornam-se :

L.i, +R,i, +K,N,6=U 22)

Teivo +motorN2) 0+ (€, N2)O— (N K )i, —B[Elgqj(oqa;f(m] =0

(23)
q'j+qu+wj2qj+(xjé—éij:0 (24)
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mais as condi¢des de contorno ¢”"(L,t)=0, ¢"""(L,t)=0
e as condigdes iniciais 1,(0)=0, 0(0)=0 e

0(0)=0.
Neste trabalho serd considerado apenas um
modo na expansao para v.

Controle PD de uma Estrutura
Flexivel de Rastreamento (Linear)

Um método denominado imposi¢ao de polos
ou técnica de atribuicdo de podlos. Admite-se que
todas as varidveis de estado sejam mensuraveis e
estdo disponiveis para realimentacdo. Uma nova
localizagdo dos podlos serd proposta para o sistema
em malha fechada e os ganhos necessarios para que
esta nova posi¢ao seja atingida serdo determinados.
Embora o sistema linear seja inicialmente estavel,
pretende-se fazer com que a vibragdo da viga se
extinga o mais rapido possivel (apresente um
amortecimento maior).

Escrevendo as  equagdes  diferenciais
ordinarias governantes do movimento (22 a 24) na
forma de estado, considerando baixas velocidades de
rastreamento (o termo ndo linear associado a rigidez
centripeta é negligenciado) e escrevendo o sistema

resultante de equagdes na forma matricial, obtem-se:

x =Ax+Bu (25)

——a 0 £ 0 0
Lm Lm
A= 0 0 1 0 0
2 "
N K¢ 0 - cmNg BEI${(0) 0
I I I
0 0 0 0 1
2 "
B alNgKt 0 0‘lCmNg _ a,BEI¢;(0) _w?
L I I I ! ]
T=T. + 100 N2
€1X0 motor- g
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Seja o esquema de controle de retroagdo de

estado [7] dado por:
u=-K;x (26)

onde K; é a matriz dos ganhos a ser determinada, x ¢
o vetor de estado e u=U. Este tipo de estratégia de
controle é denominado controle proporciona mais
derivativo.

O teste de controlabilidade:

M=| B AB i A’B i A’B i A'B |
@27
garante que o sistema ¢ a estados
completamente controlaveis.
A equagdo caracteristica do sistema em malha
aberta é dada por:

| sI-A| = §+ast + ays’ +azs’+ ags +as=0 (28)

A localizagdo dos podlos desejados em malha
fechada foi determinada modificando (aumentando) a
parte real de um par conjugado (encontrado para o
caso em estudo e de acordo com os valores
apresentados na Tabela 1), mantendo os demais polos
idénticos aqueles obtidos em malha aberta. A
equagdo caracteristica em malha fechada ¢ dada por:

(8-11) (5-H2) (8- 13) (S-pa) (8- ps) =

S5+ ast + aps’+ a3s2 + oS o (29)

Os polos desejados sdo dados por: p; =
0.0000, p, = - 0.5000 + 3.7322i, p3 = - 0.5000 -
3.7322i, py=- 60.897 e ps=-603.1560.

A determinagdo da matriz de ganho de
retroacdo de estado, K, sera dada por:

K=[as—as|os—as| o3 —a3 | op—a | oy —a ] T
(30)
onde a matriz T ¢ dada por:

T=MW 31)

a matriz M ¢ dada pela Equacdo (27) e a matriz W ¢
dada por:
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—

ay, az a; a;

a3 a, a; 1 0

W=la, a, 1 0 0 (32)
a, 1 0 0 O
1 0 0 0 O

Assim, a matriz de ganho de retroagdo
(novamente utilizando os dados da tabela 1) é dada
por:

K =[-0.00303 0 0.003961 -0.244 0.0004073]
(33)
Por conseguinte, o sinal de controle u (a ser
substituido em (25)) ¢ dado por:

u=0.00303x;- 0.003961x5+0.244x, — 0.0004073xs
(34)
Simula¢does Numéricas

Os parametros do sistema sdo apresentados na

Tabela 1.

Viga (secao reta 0.0150m x
Motor DC 0.0005m)
Cm | 0.0046200 | N8| 1.2000 m
rad
k
Kt | 00528140 | ¥ | 0.100 £
A ms
\% N
Kb | 00528140 | — | E | 07000%10" | —
rad m
Lm | 0.003100 H 1 1.5625%10°"° m*
kg
Ra | 1.9149520 | Q P 2700.0000 | —5
m
kg
Lower | 0.0000654 | 8 Wy 11.3097 rad/s
”n
$1(0) 4.8984
o, =
s 0.8210

Tabela 1 — Pardmetros do sistema
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dincon

As simula¢des numéricas foram realizadas
utilizando-se os parametros da Tabela 1. O controle €
acionado assim que a estrutura flexivel atingir o seu
destino (uma posi¢do angular desejada). As Figuras
(4) a (9) e (11) a (16) ilustram o deslocamento
angular, velocidade angular e a deflexdo da viga,
comparando os sistemas com e sem controle para
diferentes velocidades angulares (diferentes tensdes
aplicadas ao motor, conforme figuras (3) e (10)) para
o sistema ideal e para o sistema ndo ideal.

armature voltage: excitation

Figura 3 — Tensdo de excitagdo U=0.25V

slewing angular displacement
a0 T T T T

A (degrees)

Figura 4 — Sistema Ideal/Deslocamento angular para U=0.25V
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slewing angular velocity

0.g

=1
o

da/ dt (radfs)

=1
=

=1
i

02
0

time (s)

Figura 5 — Sistema Ideal/Velocidade angular para U=0.25V

? flexible structure deflection

time (s)

Figura 6 — Sistema Ideal/Deflexdo da viga para U=0.25V

A (degrees)

30

20

slewing angular displacement

sem controle
| — com controle

H H | |
o 1 2 3 4 i 51
time (s)

Figura 7- Sistema Nao Ideal/Deslocamento angular p/ U=0.25V
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Figura 11 — Sistema Ideal/Deslocamento angular para U:

0.25V

Figura 8 — Sistema Nao Ideal/Velocidade angular para U

slewing angular welocity

5

e e e e e
LR R R L R e

248

flexible structure deflection

L
[IF:] S
1] <,

(z/ped] 1p s op

[

003

]

time (=)

time (5]

=0.5V

Figura 12 — Sistema Ideal/Velocidade angular para U

0.25V

Figura 9 — Sistema Nao Ideal/Deflexdo da viga para U

flexible structure deflection

0.01s

001 e

0005 F-------

0005 kg -

0018

armature voltage: excitation

L L R e EEEEEE RS

S e

03p-nafpenn-

01 p-fonnn--

time (s)

time (g)

=0.5V

Figura 13— Sistema Ideal/Deflexdo da viga para U:

=0.5V

Figura 10 — Tenséo de excitagdo U:
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slewing angular displacement

] . b f beeios L O [

8 (degrees)
3

Figura 14 — Sistema Nao Ideal/Deslocamento angular p/ U=0.5V

slewing angular velocity

oF:) SR boeeoecde boeeoas - - L

dg/ dt (rad/s)

OBf--A----- Pemee T ————_—___"_— """ " ne"n""-I

04 I LU ' - semcontrale ||
g | b ' | — comcontrale |

02p-------- R R R RRRRREDE

time (=)

Figura 15 — Sistema Nao Ideal/Velocidade angular para U=0.5V

flexible structure deflaction
0.15 T T T T T

g1 (m)

- sem controle fe--------o
com contrale |

EiR ] SR

0.2
il

Figura 16— Sistema Nao Ideal/Deflexdo da viga para U=0.5V

De acordo com as Figuras (5), (8), (12) e
(15), para a mesma excitacdo, as velocidades
angulares alcangadas pelo sistema ndo ideal sdo
sempre menores que aquelas atingidas pelo sistema
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ideal. Devido a troca de energia entre o atuador ¢ a
estrutura, o sistema ndo ideal é naturalmente muito
mais amortecido que o equivalente ideal.

Os mesmos ganhos foram utilizados para o
sistema ideal e para o sistema ndo ideal. Para o caso
ndo ideal, a acdo do controlador utilizado (e para o
ganho escolhido) mostra-se imperceptivel.

Conclusoes

A estratégia de controle PD proposta para a
estrutura flexivel de rastreamento linear mostrou-se
eficaz, fazendo com que a vibragdo da estrutura
amorteca mais rapidamente assim que a posi¢do
angular do eixo do motor tenha atingido a posigdo
desejada (esse efeito é mais perceptivel para o caso
ideal; veja, por exemplo, a figura 13). Nesse instante,
a tensdo elétrica no motor passa a atuar como um
sinal de controle.

E interessante observar também a maneira
como a interagdo atuador-estrutura para o sistema
ndo ideal naturalmente amortece a vibragdo da
estrutura flexivel, aparentemente eliminando a
necessidade de um controlador. Novas possibilidades
de ganho para o controlador PD serfo futuramente
investigadas para esse tipo de sistema.

Uma  estratégia para ganho  &timo,
independente do tipo de abordagem utilizada (ideal
ou ndo ideal) para este tipo controlador também
deverd ser futuramente investigada, assim como a
inclus@o de ndo linearidades (a fim de que possa ser
determinado o limite desta estratégia de controle para
este problema).
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